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1. Kontinuert stokastisk variabel

I en tidligere note har vi kigget pa diskrete stokastiske variable, som kun kan antage tce//e-
ligt mange forskellige verdier, ofte endda kun endeligt mange forskellige vaerdier. Det er
for eksempel tilfldet med en binomialfordelt stokastisk variabel, som kan antage verdi-
eme 0, 1, ..., n, hvor n er antal gange basiseksperimentet udferes. I denne note skal vi
betragte stokastiske variable, som kan antage mere end telleligt mange forskellige veer-
dier, typisk hele intervaller af reelle tal eller hele R. Et godt eksempel er en stokastisk
variabel, som angiver den tid, der gir for man modtager det naste telefonopkald. Det er
klart, at maengden af mulige veerdier for X her er intervallet [0,0[ . Det viser sig, at kon-
tinuerte stokastiske variable skal behandles noget anderledes end de diskrete. Serligt be-
stemmes sandsynligheden for en haendelse forskelligt. Lad os definere:

Definition 1

Lad X vere en funktion fra et udfaldsrum U ind i meengden af reelle tal. Funktionen
X siges da at veere en kontinuert stokastisk variabel, hvis der findes en ikke-negativ
integrabel funktion f) (x) med egenskaben

b
(1) Pla<X<b) = ij(x)dx

for alle reelle tal @ og b med a < b . Funktionen f (x) kaldes teethedsfunktionen for
X. P engelsk betegnes den probability density function, ofte forkortet pdf. Ligesom i
det diskrete tilfelde er der en tilherende fordelingsfunktion F,(x), som pa engelsk
hedder cumulative distribution function (forkortet cdf’), og den er defineret ved:

) Fy(0)=P(X<x)= [ fe(2)dz

Her repraesenterer {a <X< b} , som er en forkortelse for {u € U| a<X(u)< b} , en heen-
delse, nemlig mangden af de udfald fra udfaldsrummet U, som ved X afbildes i intervallet
[a,b]. Ifolge definitionen er kravet til X altsa, at der findes en fast tethedsfunktion, si
sandsynligheden P(a < X <b) for den pagaldende handelse kan bestemmes som arealet
under teethedsfunktionen fra a til b.

Udfaldsrum U

Haendelse: {a <X <b} Areal = sandsynlighed for haendelse, dvs. P(a < X < b)
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I det folgende angives en rekke egenskaber, hvoraf nogle faktisk er lidt tekniske at bevise
stringent, da man skal dykke helt ned 1 selve sandsynlighedsbegrebet. Det vil vi ikke gore
her. Egenskaberne virker desuden meget naturlige.

Satning 2

For en kontinuert stokastisk variabel med tethedsfunktion f, gelder folgende:

D [ fr@d=

b) P(X =a)=0 for ethvert ae R

Seetning 3

Nedenstaende egenskaber gelder for fordelingsfunktionen for en kontinuert stokas-
tisk variabel X.

a) Pla<X<b)=Fy(b)-Fy(a)
b) 0<F,(x)<I forallexeR
c) x<x, = F,(x)<F,(x,),sd F, er en voksende funktion
d) lim Fy(x)=0 og lim Fy(x)=1
x>0 x>

e) Hvis f, erkontinuerti x, gelder: F, (x,) = fy(x,) .

Bevis: Lad os ngjes med at bevise b). Hvis x; <x,, sd gelder X <x, = X <x,. Om de
tilherende haendelser gaelder da: {X <x} < {X <x,}, hvormed P(X <x)<P(X <x,).
O

Bemeerkninger 4

Egenskaben a) i s@tning 2 udtrykker blot, at sandsynligheden for hele udfaldsrummet U
erligmed 1: P(U)=1. Ang. 2b): Hvis vi tillader at seette b=a 1 (1), fis P(X =a)=0.
Punktsandsynligheder er altsé 0. Det kan godt virke underligt, for i princippet kan X jo
godt antage verdien a. Men hvis vi tenker i et konkret eksempel, kan vi godt intuitivt
forstd, at man ikke kan tildele en sandsynlighed sterre end O til heendelsen X =a. Tenk
for eksempel pa eksemplet med ventetid pa et telefonopkald: Sandsynligheden for at op-
kaldet skulle ske praecist kl. 14.25 er naermest usandsynlig. Den kunne lige sé vel forega
kl. 14.250001, hvis vi regner i kommatal. S& det giver altsd ikke mening at udregne punkt-
sandsynligheder for kontinuerte stokastiske variable — 1 modsatning til hvad tilfeeldet er
for diskrete stokastiske variable. Af samme grund er det ligegyldigt, om man benytter <
eller blot < 1 beregningen af sandsynligheder:

3) P(a<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X <b)=Pla< X <b)
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Man kan ogsa tale om middelverdi, varians og spredning for en kontinuert fordelt sto-
kastisk variabel. Her er summer blot udskiftet med integraler.

Definition 5

Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel. Da er middelvardien, ogsé kaldet den
forventede veerdi af X defineret ved

o0

(4) W= E(X) = [x f(dx

og variansen og spredningen er defineret ved henholdsvis

o0

(5) Var(X) = [ (x=p)* - [ (x)dx

(6) o(X) = JVar(X)

forudsat at integralerne giver mening.

Eksempel 6 (Eksponentialfordelingen)

Hvis en reekke begivenheder indtraeffer, kan man vaere interesseret i at studere fordelingen
af tidsintervallerne mellem begivenhederne. Man indferer en stokastisk variabel X, som
angiver tidsrummet mellem to pa hinanden felgende begivenheder. Under nogle bestemte
antagelser, kan man faktisk sige noget om fordelingen af X.

Antagelserne er:

1. Begivenhederne indtreffer uathengig af hinanden (fordelingen er glemsom).
2. Begivenhederne indtraeffer med en fast gennemsnitlig frekvens pr. tidsenhed.

Man kan vise, at under disse betingelser er X en kontinuert stokastiske variabel med denne
teethedsfunktion:
(7 fx(x) = {

re ™™ for x>0

0 for x<O

hvor A angiver den gennemsnitlige begivenhedsrate pr. tidsenhed. Den stokastiske varia-
bel siges da at vaere eksponentialfordelt. Det kan nevnes, at eksponentialfordelingen er i
familie med den velkendte Poisson-fordeling, som dog er en diskret fordeling. Ikke mere
herom. Lad os beregne et udtryk for fordelingsfunktionen.

Fe@) = [ fedy = [ree ™ dy = - [e™ dy
®) - ' '

x.{_%.e—w}x - _[e—%y]; _ _(e—xx_l) — ™

0



6 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Middelverdien af X kan bestemmes:

_ - ooy = L
) u—E(X)—J;Ofo(x)dx {xke dx = —

Vi udelader detaljer, da partiel integration ikke lengere er pensum i gymnasiet. Alterna-
tivt kan man med sit CAS-vaerktej afprove pastanden (hvis du ger det generelt med 2,
skal du huske at "forteelle verktejet", at A > 0). Resultatet er ikke underligt, for hvis for
eksempel den gennemsnitlige begivenhedsrate A er 2 pr. time, s vil der i middel vere 1/2
time mellem hver begivenhed. P4 tilsvarende vis kan variansen bestemmes:

0 ) 2
(10) Var(X) = I (x—w)?- fy(x)dx = J-((x—l) e Mdx = iz
i 0 A A
Fordelingen finder anvendelse indenfor kateori og til at vurdere fejlrater ved produktioner
(Reliability Theory), ligesom den ogsa dukker op flere steder 1 fysik. Det neeste eksempel
er et mere jordnart eksempel.

Eksempel 7

Louise har lige afsluttet en samtale med sin kereste, som er pa konference i udlandet.
Hun opdager, at hun har glemt at forteelle ham noget vigtigt. Desvaerre kan hun ikke ringe
tilbage, da keresten ikke har sin egen telefon med pa konferencen. Hun ma altsd vente
indtil han selv ringer tilbage til hende. Hun ved, at han i gennemsnit plejer at ringe hver
ca. 2,5 time 1 dagtimerne. Nedenstdende speorgsmal enskes besvaret, idet det antages, at
den méde keresten generelt set ringer pd overholder de to antagelser fra eksempel 6.
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a) Hvad er sandsynligheden for, at han ringer indenfor 1 time?
b) Hvad er sandsynligheden for, at han ringer om mellem 1 og 2 timer?
¢) Hvad er sandsynligheden for, at det tager mindst 6 timer, for han ringer?

Losninger:

For det forste skal vi lige have bestemt begivenhedsraten: Her benytter vi den formel for
middelvardien for en eksponentialfordelt stokastisk variabel med parameter A, som vi
udledte 1 eksempel 6. Vi kender jo middelverdien:

NN B B
A noo25

sa hans opkaldsrate er altsd 0,4 opkald i timen.
a) Vi leser dette sporgsmdl ved hjelp af fordelingsfunktionen:
P(X<1) = F,(1) = 1-e**" = 0,3297
Der er altsd en sandsynlighed pé ca. 33,0%, for at han ringer indenfor den forste time.

b) Her valger vi bade at bestemme sandsynligheden ved hjelp af et areal under taet-
hedsfunktionen og ved hjelp af fordelingsfunktionen. Forst bruger vi (1):

2 2
PU<X<2) = j fr(x)dx = j 0.4-¢%*dx = 02210
1 1

og derefter ved hjelp af s@tning 3a):
P(1<X<2) = F,(2)-Fy(1) = 0,5507-0,3297 = 0,2210

I begge tilfelde far vi altsd en sandsynlighed pa 22,1% for at kaeresten ringer om
mellem 1 og 2 timer.

c) Her bruger vi igen fordelingsfunktionen, idet vi indser, at den komplementcere hen-
delse til at X > 6 erat X <6.Summen af deres sandsynligheder er 1, da forenings-
meangden af hendelserne er hele udfaldsrummet U og fordi der er tale om disjunkte
handelser. Vi far altsa:

P(X>6) = 1-P(X <6) = 1-F,(6) = 1-0,9093 = 0,0907

hvor vi har udnyttet bemaerkning 4 med at punktsandsynligheder er 0. Altsé er der
omkring 9,1% sandsynlighed for, at han ferst ringer efter 6 timer.

A A
0.5 1 T
//’____
Fdlx) — =

04 08
03 \ 06 /

N £.(x) 0,5507

N d //
02 AN 04
\\ 0,3297
0.1 - 02 /
T—
—
0 > x 0 > x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tid (timer) Tid (timer)
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2. Normalfordelingen

Som sd mange andre at matematikkens teorier kom normalfordelingen til verden ad kring-
lede veje. Normalfordelingen blev, som vi skal se, dels set som en approksimation til
binomialfordelingen, dels blev den betragtet som en fejlkurve, som kan beskrive forde-
lingen af fejl ved maélinger af en fysisk storrelse. I dag er normalfordelingen den mest
benyttede af alle de fordelinger, der findes indenfor sandsynlighedsregningen og statistik-
ken. Det var oprindeligt dog pa ingen méde selvindlysende, at denne fordeling skulle fa
den serstatus, som den har fiet. En del af dens succes skyldes da ogsé, at fordelingen
med stor tilnermelse kan benyttes til at beskrive eller forudsige s& mange forhold fra den
virkelige verden. Adskillige af de allerdygtigste matematikere var involveret 1 udviklin-
gen af normalfordelingen, herunder Abraham De Moivre (1667-1754), Jacob Bernouilli
(1654-1705), Pierre-Simon Laplace (1749-1823) og Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

b

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Normalfordelingen er en kontinuert fordeling. Den har to parametre, nemlig p og o, som
vi senere skal se er henholdsvis middelvaerdi og spredning for fordelingen (se s@tning 8c)
side 10). Med notationen X ~ N(u,6°) vil vi mene, at X er en normalfordelt stokastisk
variabel med parametre i og o . Dens tethedsfunktion ser séledes ud:

e

(1) fuo®) = ——=ve

Pé neste side er grafen for tethedsfunktionen afbildet for tre forskellige vaerdier af o,
mens | =0 i alle tre tilfalde. Det er ikke s interessant at variere p, for det bevirker blot
en parallelforskydning af grafen med p i x-aksens retning, hvilket ses direkte af forskrif-
ten. Forskriften afslerer desuden, at grafen er symmetrisk omkring den lodrette linje
x = . Det er ikke underligt, at grafen for teethedsfunktionen for en normalfordeling ofte
kaldes for en klokkekurve. Parameteren o styrer, hvor bred klokkekurven er.
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Graferne for tre teethedsfunktioner for normalfordelingen (alle u = 0)

L A

0.8

06

04

o=1
02 // \
% N
=15
/// \ - »
_0—5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 v

Ifelge definition 1 side 3 féar vi fordelingsfunktionen F, ;(x) ved at integrere teetheds-
funktionen fra —oo til x:

- e
2n-c

Resultatet kan ikke udtrykkes ved hjelp af de seedvanlige matematiske funktioner, s man

(12) F o (x) = P(X<x) = j fio(2)dz = j ) dz

ma ty til numerisk beregning af integralet for hver vardi af x. De fleste CAS-verktojer
har dog indbygget varktgjer til at hdndtere bade tethedsfunktionen og fordelingsfunktio-
nen for en normalfordelt stokastisk variabel. Husk den engelske forkortelse pdf for taet-
hedsfunktionen og cdf for fordelingsfunktionen for en generel kontinuert stokastisk vari-
abel, sa det er meget teenkeligt at vaerktajerne indeholder disse tre bogstaver som en del
af navnet. Setning 3e) giver os straks, at hvis man differentierer fordelingsfunktionen, sa
fas teethedsfunktionen:

(13) Fio(xX) = fi(x)

Det er egentligt bare en anvendelse af integralregningens fundamentalsatning pa (12). De
tre tethedsfunktioner pd figuren ovenfor har fordelingsfunktioner, hvis grafer er S-
formede. De er afbildet pa figuren pa neste side.

Der er én af normalfordelingerne, som har en sa&rstatus, nemlig den med p=0 og o =1.
Den har faet navnet standardnormalfordelingen, og dens fordelingsfunktion far sit eget
specielle symbol, nemlig @ :

|
(14) D(x) = Fy,(x) = ije dz
Som sa&tning 8 pd na&ste side viser, sd er der en sn@ver sammenhang mellem en normal-
fordeling med generelle parametre p og 6 og sa standardnormalfordelingen. I tidligere
tider var det meget vigtigt, for s behovede man kun én tabel med de kumulerede sandsyn-
ligheder.
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Graferne for tre fordelingsfunktioner for normalfordelingen (alle u = 0)
/ ///
o=1,5

/
0.8 /‘ ><0=1

[/ owos
4
/

L A

. ]
A/
_//// / .
. 5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 -
Satning 8
Lad X og Z veare stokastiske variablemed X =c-Z+pu,dvs. Z= “H Da galder:
c
a) Z~N(0,1) & X~N(uocd)
b) Hvis X ~ N(n,0%) gelder: P(X <x) = Q(QJ
c
c) Parametrene p og ¢ i en normalfordeling angiver henholdsvis middelverdi og
spredningen for fordelingen.
Bevis:

a)

b)

Lad os vise, at Z ~ N(0,1) = X ~ N(u,c%). Den anden vej foregar analogt.

P(X<x)) = P(c-Z+n<x,) = P(zguj
c

(15)

= \/ﬂ J;) £l G,\/ﬂ.[f ’

hvor vi i tredje lighedstegn har benyttet antagelsen om at Z er standardnormalfordelt.
For at fa det fjerde og sidste lighedstegn har vi benyttet integration ved substitution:
x=06-z+u< z=(x—p)/c, hvoraf dz=1/c-dx . Substitutionen giver desuden de
nye y-granser —oo 0gx,. Sidstnevnte integral viser netop ifelge (12), at X er en
normalfordelt stokastisk variabel med parametre p og o.

Fas blot ved at gentage de forste dele af (15), blot med x i stedet for x,.
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(16) P(X<x) = P(c-Z+pn<x) = P(Zéx_uj = cb(x_“j
(6} (e)

¢) Viantager igen, at X ~ N(u,c°). Ifolge definition 5 og (11) fis middelverdien:

E(X) = [xf,(x)dx

—00

o0

= -J-(G-t+p)-e_%'t2-cs-dt

2
[S=—Y

o

a

2
o
a

. J- (c-t+ p)-e%'tzdt

hvor vi for at fa andet lighedstegn har benyttet integration ved substitution. Vi har
sat: t =(x—p)/c < x=0c-t+u, hvoraf dx =c-dt . 5. lighedstegn: Der er ganget ind
i parentesen. 6. lighedstegn: Integralet er delt op i to integraler. 7. lighedstegn: kon-
stanter er ganget ud foran integralet. 8. lighedstegn: I det forste integral er integran-
den en ulige funktion. Nar der integreres fra —oo til oo, fas derfor 0. I parentesen i
andet led integreres taethedsfunktionen for standardnormalfordelingen fra —oo til oo,
og den ved vi giver 1. Heraf ses, at middelverdien for X er lig med p.

Jeg skal spare laeseren for at gd igennem udregningerne for at finde variansen af X.
Den er nemlig endnu mere teknisk! Via definition 5 postulerer vi blot, at:

Var(X) = T('x—“)z'fp,cs(x)dx = 62

og dermed fis folgende vardi for spredningen for X: o(X) =/Var(x) =Vo* =o.

O

Spredningen o kaldes ogsé ofte for standardafvigelsen. Man kan stille sig det sporgsmal,
hvad sandsynligheden er for, at en normalfordelt stokastisk variabel X hejst ligger hen-
holdsvis én eller to standardafvigelser fra middelverdien. I det folgende bruger vi bade
setning 3a) og s@tning 8b):
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P(u-o<X<p+o) = P(XLpu+o)-P(X <p-o)

- of 2t ot
(e} (e)
(1) - D(-1)

0,841345-0,150655
0,682690

P(u-2c<X<pu+20) = P(X<pu+20)-P(X <p-20)

_ ®(u+26—u]_®(u—26—uJ
c c

= ©(2)-(-2)
= 0,97725-0,02275
= 0,95450

Man bruger selvfolgelig sit CAS-varktej til at bestemme verdierne for fordelingsfunk-
tionen for standardnormalfordelingen. Vi konkluderer, at sandsynligheden for, at X er
hojst én standardafvigelse fra middelvaerdien, er 68,3%, mens sandsynligheden for at X
er hgjst to standardafvigelser fra p er 95,4%. Svarene pa spergsmélene er dbenlyst uaf-
hangige af hvilken normalfordeling, der er tale om. Det kan altsd undertiden vaere for-
nuftigt at regne 1 enheder af standardafvigelsen o fra middelverdien p.

1 standardvigelse 2 standardafvigelser

68,3%

95,4%

v
v

p—0 W HU+Oo p—20 vl u+20

I det folgende skal vi se pd eksempler pa forskellige opgavetyper i1 forbindelse med nor-
malfordelinger. Eksemplerne vil overvejende blive lost med CAS-verktoj.

Eksempel 9

En stokastisk variabel X oplyses at veere normalfordelt med middelvardi 30 og spredning
4. Bestem P(X <33).

Losning: Der er to mader at lase denne opgave pa. Enten kan man bestemme sandsynlig-
heden som arealet under grafen for tethedsfunktionen fra —co til 33, eller ogsd kan man
blot bestemme fordelingsfunktionens vaerdi i 33. Vil vi bruge tethedsfunktionen, fis ifol-
ge (12) folgende for =30 og c=4:
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po
[e ™ * dy=07734

—00

33
POCS33) = [ fusdy =

men man kan ogsé undgd at skulle sette ind i udtrykket for teethedsfunktionen efter 2.
lighedstegn, for de fleste CAS-veerktej har en indbygget teethedsfunktionen f, ,(x) for
den generelle normalfordeling. Pé tilsvarende vis har de fleste CAS-verktojer indbygget
fordelingsfunktionen £, ;(x) for den generelle normalfordeling. Sa her skal man bare
indsette 33 pa x's plads:

P(X <33) = F4(33) = 0,7734

Har man derimod kun en tabel med vaerdier for fordelingsfunktionen for standardnormal-
fordelingen, sa kan man gere brug af s@tning 8b). Det vil vi dog ikke vise her. Rent gra-
fisk kan situationen med de to lgsninger afbildes saledes:

Taethedsfunktion Fordelingsfunktion
1
A A ///
0.8 < /
0.12
0.6
0.08 / \
| 04
0.04 ;
/ N\ N /
/ ] N
0 ] ™ > 0 = >
12 16 20 24 28 32 36 40 44 '48 12 16 20 24 28 32 36 40 44 '48

Eksempel 10 (IQ-skala)

Skalaen for intelligenskvotienter er sadledes bygget
op, at menneskehedens [Q-vardier fordeler sig
som en normalfordeling med middelvaerdi 100 og
spredning 15.

a) Hvor stor en del af populationen har en intel-
ligenskvotient pa under 80?

b) Hvor stor en andel af populationen har en in-
telligenskvotient mellem 110 og 120?

c) En betingelse for at blive optaget i organisa-
tionen Mensa er, at man herer til de 2% mest
intelligente personer. Hvor hej en score skal
man have for at blive optaget?

Losning:

a) Vi benytter et CAS-verktoj til at udregne
veaerdier for fordelingsfunktionen:
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b)

¢)

P(X <80) = Fg,5(80) = 0,0912

s& omkring 9,1% af populationen har en IQ pé under 80. NB! Husk at det for konti-
nuerte fordelinger er ligegyldigt, om man sperger om "mindre end" eller "mindre end
eller lig med".

Vi benytter s@tning 3a):
P10< X <120) = Fy,5(120) — Fjy,5(110) = 0,1613

s& omkring 16,1% af populationen har en 1Q pé mellem 110 og 120.

Vi skal bestemme x saledes, at P(X > x)=0,02. Heraf far vi, at veerdien af forde-
lingsfunktionen i x er lig med 0,98:

Fiopus(¥) = P(X <x) = 1-P(X >x) = 1-0,02 = 0,98 < x=Fq 5(0,98)

Vi skal altsd bestemme 0,98-fraktilen i vores normalfordeling. Det kan enten loses
som en ligning med fordelingsfunktionen, eller ved hjelp af en invers fordelings-
funktion, som de fleste CAS-vaerktojer ogsa har. Her giver svaret:

X = Fp,5(0,98) = 130,81

Man skal altsd have en intelligenskvotient pd 131 for at blive optaget i Mensa.

Fordelingsfunktion for 1Q

1 >

0.98 .

08

06

04 /
0.2 /

>
0 50 100 1308 150 200

Eksempel 11 (Variation i produktionen)

En maskine pa en fabrik skal
fremstille cylindre med en dia-
meter pa 20 mm. Imidlertid fal-
der resultatet ikke altid helt nej-
agtigt ud. Det viser sig, at dia-
metrene er normalfordelte med
middelvaerdi 20 mm og med en
spredning pa 0,1 mm. Fabri-
kanten kan acceptere en afvi-
gelse pad maksimalt 0,2 mm fra
det onskede.
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a) Hvor stor en del af cylindrene ma kasseres?

En ingenior mener at kunne forbedre maskinen, s den bliver mere nejagtig og det kun er
nedvendigt at kassere 2% af cylindrene.

b) Hvor meget skal spredningen reduceres til, hvis mélet skal nds?

Opgaven enskes last med CAS-varkte;.

Losning:

a) Vi skal altsd finde sandsynligheden for at diameteren enten er over 20,2 mm eller
under 19,8 mm. Igen bruger vi tricket med den modsatte hendelse til af X >20,2:

P(X <19,8)+ P(X >20,2) = P(X <19,8)+1—P(X <20,2)
= Fy0,(19,8)+1— Fy,,(20,2)
= 0,0228+1-0,9773
= 0,0455

Vi ser, at 4,6% af cylindrene ma kasseres.

b) Viskal bestemme o, s& P(X <19,8)+ P(X >20,2) =0,02. Da normalfordelingen er
symmetrisk, har vi P(X <19,8)=0,01. Igen udregner vi fraktiler ud, ligesom i ek-
sempel 10. Man ma lgse en ligning med hensyn til den ubekendte o.

P(X<198)=0,01 < £ (198)=001 < ©=0,0860

Man kan altsd reducere spredningen i produktionen fra 0,1 til 0,086, for at der kun
skal kasseres 2% af cylindrene.

Bemarkning! Hvis man ikke har et verktej, der kan lose ligninger med fraktiler, s&
kan man alternativt udnytte setning 8b) samt g omvendt ind i en tabel, som inde-
holder vardier for fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen @ . Det sva-
rer til at lose folgende ligning, idet p =20 og x=19,8:

®(19,8—20]=0,01 - quﬁ(o,m):—z,sz& < 6=0,0860
o (&)

Bemarkning 12

Der er en lang reekke eksempler fra det virkelige liv, hvor man har erfaringer for at data
tilneermelsesvist er normalfordelte. Ndr man producerer komponenter i industrien (jf.
eksempel 11), sa falder komponenterne ikke altid ens ud, selv om det er intentionen. De
kan maske have lidt forskellig vaegt eller lidt forskellig lengde. Nér flere smé tilfeldige
og indbyrdes uathaengige effekter er til stede i en produktionsproces, s har man praktisk
erfaring for, at produkterne tilnermelsesvist folger en normalfordeling pa en eller flere
punkter. Dette er ogsd underbygget teoretisk gennem den sékaldte centrale greenseveerdi-
scetning (The Central Limit Theorem) — en dyb s&tning, der star som en hjernesten i sand-
synlighedsregningen. Desvarre alt for kompliceret til at blive behandlet naermere her.
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3. Normalfordelingens forbindelse til binomialfordelingen

Binomialfordelingen er som bekendt en diskret fordeling, fordi en binomialfordelt sto-
kastisk variabel kun kan antage endeligt mange verdier, nemlig 0, 1, ... , n. Det er maske
derfor overraskende, at den kan tilnermes med normalfordelingen, som jo er en kontinu-
ert fordeling. Som et eksempel kan vi se pa en binomialfordelt stokastisk variabel X med
antalsparameter n = 20 og basissandsynlighed p =0,6 . Pa figuren pa naeste side er sand-
synlighedsfordelingen for X afbildet, sa sejlerne har centrum i de vardier, de herer til.
Fra teorien om binomialfordelingen ved vi, at der for en binomialfordelt stokastisk varia-
bel X geelder, at middelverdien er givet ved E(X)=n-p=20-0,6=12 og variansen er
givet ved Var(X)=n-p-(1-p)=4,8. P4 nevnte figur er desuden indtegnet tetheds-
funktionen for normalfordelingen med de samme verdier for middelverdi og varians,
altsd henholdsvis 12 og 4,8. Vi ser, at approksimationen er overraskende god!

Binomialfordelingen approksimeret med en normalfordeling

2l
11\
/
AL
/|

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Som en tommefingeregel kan man sige, at hvis n>9-p/(1- p) og n>9-(1- p)/p,sder
normalfordelingen en rimelig god approksimation til binomialfordelingen. Hvorfra disse
postulater kommer, er en laengere historie, som vi absolut ikke skal ga i detaljer med her.
Kort fortalt skal det dog navnes, at den geniale matematiker Abraham de Moivre (1667-
1754) segte en made at simplificere udregningerne af binomialsandsynligheder pa — husk
pa, at alt matte regnes i handen dengang! Pa den tid var normalfordelingen endnu ikke
opdaget, men de resultater de Moivre kom frem til, kan tolkes pa den méde, at han tilnzer-
mede binomialfordelingen med en normalfordeling. Han kan samtidigt siges at vaere den
person, som gav den ferste formulering af den centrale grensevardis@tning omtalt i
bemerkning 12. Du kan se en figur fra bogen af Abraham de Moivre pa neste side.
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Zhe DocTRINE of CHANCES, 245

CoROLLARY I.

This being admitted, ¥ conclude, that if m or iz” be a Quantity

infinitely great, then the Logarithm of the Ratio, which a Term

diﬁanft from the middle by the Interval /, has to the middle Term, is
2/

COoROLLARY 2.
The Number, which anfwers to the Hyperbolic Logarithm

20! .
—— bcmg
20l i 8/ 678 ne 6401

""T+ :nn = Tem + z'uﬂ» T ug:oxi + 7:nn° L &ec.
it follows, that the Sum of the Terms intercepted between the
Middle, and that whofe diftance from it is denoted by /, will be

z . ] 2/3 + 445 81 168 3217
me T Tixan 2xgnn . Oxgn ~+ Z4xgnt  1z0ox11m3?

Let now / be fuppofed = s+/n, then the faid Sum will be ex-
prefled by the Series

2. 2/? 45 8/7 16/9 32/"*
Ve mtof'— 3 = zx5 | 6x7 + 24x9  1zox11 ? &e.

Moreover, if fbe interpreted by -5., then the Series will become

2 . T 1 1 1 1
—Fxnto?— x4 + 2X5x8  6X7x10 + z4x;x3: = 120x11x64 &,
which converges fo faft, that by help of no more than feven or
eight Terms, the Sum required may be carried to fix or feven places
of Decimals: Now that Sum will be found to be 0.427812, inde-
pendently from the common Multiplicator %-, and therefore to
the Tabular Logarithm of 0.427812, which is 9.6312520), adding
the Logarithm of ——, viz. 9.9o19400, the Sum will be19.5331929,

to which anfwers the number 0.341344.

LEMMA,
If an Event be fo dependent on Chance, as that the Probabilities of
its happening or failing be equal, and that a certain given number »
of Experiments be taken to obferve how often it happens and fails,

and alfo that / be another given number, lefs than —#, then the Pro-

bability of its neither happening more frequently than —» 4/
times,

Side 245 i Abraham De Moivres vaerk The Doctrine of Chances, 3. udgave
1756. Corollary 2 indeholder hovedresultatet.
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Opgaver

Opgave 1 (eksponentialfordelingen)
Betragt eksponentialfordelingen fra eksempel 6.

a) Vis ved at regne 1 handen, at arealet under grafen for tethedsfunktionen for en eks-
ponentialfordelt stokastisk variabel virkeligt er lig med 1, som det skal vere.

b) Benyt desuden et CAS-vaerktej til at tegne graferne for svel teethedsfunktionen som
fordelingsfunktionen for tilfeeldet A =2.

Opgave 2 (Ventetider for fiskefangst)

Bo og hans far star hver week-
end og fisker efter erreder i den
lokale s@. De har lige fanget en
orred. Spergsmaélet er hvor lang
tid, der gar, for de igen far bid.
Antag 1 det folgende, at tiderne
imellem fangsterne kan beskri-
ves ved en eksponentialfordelt
stokastisk variabel af den type,
som er beskrevet i eksempel 6.
De to har en fangstrate pa 1,5

orreder 1 timen.

a) Bestem sandsynligheden for at de fanger den naeste fisk inden, der er gaet 45 minut-
ter, altsa inden 0,75 time.

b) Hvad er sandsynligheden for, at de to mé vente mere end 2 timer pa at fange den
naste fisk.

¢) Hvor lang tid mé de i gennemsnit vente for at fange den naeste fisk?

Opgave 3

Lad X vare en stokastisk variabel, som er normalfordelt med middelvaerdi p=15 og
spredning 6 =3.

a) Tegn grafen for teethedsfunktionen i intervallet [0,30].

b) Bestem sandsynligheden P(X <18) ved at benytte teethedsfunktionen som 1 eksem-
pel 9. Du mé gerne benytte CAS-vaerktejets indbyggede tethedsfunktion. Forseg
eventuelt om muligt at tegne grafen med skravering af det areal, som svarer til sand-
synligheden.

¢) Gentag b) med sandsynligheden P(10< X <18).
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Opgave 4

Lad X vare en stokastisk variabel, som er normalfordelt med middelverdi n=35,0 og
spredning ¢ =1,7 . Benyt normalfordelingens fordelingsfunktion til at udregne folgende:

a) Bestem P(X <4)
b) Bestem P(2< X <7)
c) Bestem P(X >6,2)

Opgave 5 (svar)

Det oplyses, at der for en normalfordelt stokastisk variabel X geelder, at P(X <34)=0,38
og P(X <51)=0,87. Bestem middelverdi og spredning.

Hjeelp: Benyt stning 8b) til at vise: (34—p)/c=d"(0,38) og (51-p)/c=d"(0,87).
Bestem hgjresiderne med dit CAS-varktej og los derefter to ligninger med to ubekendte.

Opgave 6 (Variation i produktionen)

Vi har tidligere 1 eksempel 11 set, at der uvagerligt
vil vaere smé variationer i produktionen pé industri-
virksomheder. Et eksempel kan vare pafyldning af
malk pa melkekartoner. Det viser sig, at mengden
af meelk i et karton kan beskrives ved en normalfor-
delt stokastisk variabel X. Det skal gerne vare sa-
dan, at forbrugeren med stor sandsynlighed far den
mangde melk, som vedkommende har betalt for,
fx 1 liter eller 1000 ml. Lad os i det folgende antage,
at tapningen af maelk foregar pa en maskine, som er
indstillet til at fylde 1015 ml melk p& hvert karton
1 gennemsnit (dvs. p=1015), mens spredningen er
10 ml. Besvar da felgende sporgsmal:

a) Hvad er sandsynligheden for, at der er mindre end 1000 ml melk i en given karton?
b) Bestem sandsynligheden for, at der er mere end 1020 ml melk i en given karton.
c) Bestem sandsynligheden for, at der er mellem 995 ml og 1008 ml malk i kartonen?

Afdelingslederen pd mejeriet er ikke helt tilfreds med den procentdel af maelkekartonerne,
som indeholder for lidt malk. Han kan ikke indfere en mere negjagtig maskine, for det er
der ikke rad til. Derimod kan man pa simpel vis justere aftapningsmaskinen, s& den gen-
nemsnitligt kommer lidt mere melk 1 hvert karton.

d) Hvor meget skal man justere ., for at maengden af kartoner med for lidt melk i bliver
feerre end 3%? (Hjeelp: Opstil en ligning indeholdende p som ubekendt og los den.
Rent praktisk kan det vaere hensigtsmaessigt at lose ligningen numerisk, evt. med et
gt som input.

e) Prov at lase samme spergsmal som 1 d) ved hjelp af s@tning 8b).
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Opgave 7 (Varnepligtiges hojde)

Ved at analysere hojderne af 13427 varnepligtige i Danmark fra andet halvér af 2006 kan
man konkludere, at soldaternes hejde med meget stor ngjagtighed folger en normalforde-
ling med middelveardi 180,1 cm og spredning 6,81 cm. Med disse oplysninger skal fol-
gende sporgsmél besvares.

a) Hvor mange procent af de vaernepligtige mend har en hgjde pa under 170 cm?
b) Hvor mange procent har en hejde pa mellem 175 cm og 180 cm?

¢) Hvor mange procent har en hejde pa mindst 200 cm?
d) Hvad kan man sige om de 10% hgjeste vernepligtige mend?
e) Hvor mange procent har en hojde pa eksakt 180 cm?

Opgave 8

Lad os sige, at en professor efter flere ars erfaring har observeret, at point-scorerne i en
bestemt test er normalfordelte med middelvaerdi 70 og spredning 15. Hvor skal han leegge
bestédet-greensen, hvis han ensker at 80% af eleverne skal besta?

Opgave 9 (Gravide kvinder)

British Medical Journal, Vol. 307, 24. juli 1993, side 234, rapporterer om en undersggelse
af 5459 gravide kvinder, som benyttede Aarhus Universitets Hospital. Middeltallet for
graviditetsperioden var 281,9 dage med en spredning pa 11,4 dage. Bestem den procent-
del af fadslerne, som resulterede i for tidligt fodte bern (< 258 dage), under forudsatning
af, at graviditetsperiodens laengde er normalfordelt.
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Opgave 10 (Chi-i-anden fordelingen)

Maske har du tidligere arbejdet med Chi-i-anden fordelingen. I sa fald kan det oplyses, at
denne fordeling er naert beslegtet med normalfordelingen. For tilfeeldet med 1 frihedsgrad
er Chi-i-anden fordelingen simpelthen bare lig med den stokastiske variabel ¥ = X*, hvor
X er standardnormalfordelt. Man kan vise, at Y har felgende teethedsfunktion:

L-xil/z-e’”/2 for x>0

fy(x) = \/ﬂ
0 for x<0

a) Tegn grafen for denne tethedsfunktion for 0 < x <10.

b) Bestem sandsynligheden P(Y <1,5).

c) Bestem 0,5-fraktilen for Chi-i-anden fordelingen. Hjeelp: Bestem ved losning af en
ligning den verdi for x, som opfylder P(Y <x)=0,5.

Bemarkning: Chi-i-anden fordelingen benyttes blandt andet til at undersege for statistisk
uathangighed, og spiller en vigtig rolle i statistikken.

Opgave 11 (Egenskaber for normalfordelingens taethedsfunktion)
Side 8 blev betydningen af parameteren p omtalt.

a) Vis at grafen for tethedsfunktionen for en normalfordeling med p =0 og vilkérlig
spredning ¢ er symmetrisk omkring y-aksen.

b) Vis, at hvis man parallelforskyder grafen for tethedsfordelingen for den normalfor-
deling, som er omtalt i a), med p 1 x-aksens retning, sd fas grafen for tethedsfunktio-
nen for den generelle normalfordeling med parametre p og G.

c) Benyt a) og b) til at argumentere for, hvorfor grafen for tethedsfunktionen for den
generelle normalfordeling med parametre L og ¢. er symmetrisk omkring den lodrette
linje x=p.

Hjeelp: a) vis at f(x)= f(—x) for alle x € R. Hvilken grafisk betydning har det? b) Vis,
at hvis man udskifter x med x—p i forskriften for teethedsfunktionen, sa bevirker det en
parallelforskydning af grafen med p i x-aksens retning ...

Opgave 12

Massen af det aktive stof i nogle piller fremstillet p& en fabrik viser sig at vaere normal-
fordelt med middelvaerdi 6,00 g og spredning 0,045 g.

a) Hvor mange procent af pillerne har en vaegt pd under 5,92 gram?
b) Hvor stor en del har en vaegt pa mellem 5,95 og 6,02 gram?
¢) Hvor stor en del af pillerne har en vaegt pd over 6,15 gram?



