Differentiabilitet og kontinuitet

I dette lille tilleeg skal vi kigge pd begrebet kontinuitet og vise, at der er en sammen-
hang mellem begreberne differentiabilitet og kontinuitet.

Definition (Kontinuitet)

En funktion f'siges at vaere kontinuert 1 punktet x,, hvis der gelder:

(1) f(x) > f(x,) for x = x,

Bemaerkning

Vi har altsé at gere med et fast punkt x, og et bevaegeligt punkt x. Sidstnavnte lader vi
bevage sig hen mod x,. Man kunne ogsd alternativt kalde det bevaegelige punkt for
x, +Ax ogsélade Ax — 0. Da oversattes betingelsen for kontinuitet i x, til:

(2) f(xy+Ax) = f(x,) for Ax >0

Egenskaben (2) er det samme som f(x,+Ax)— f(x,) >0 for Ax — 0. Eftersom
Ay = f(x, + Ax) — f(x,) kan vi formulere kontinuitetsbetingelsen pa en tredje méde:

3) Ay —> 0 for Ax >0

Den siger at y-tilvaeksten skal gad mod 0, nér x-tilveeksten gar mod 0. Hvilken af de tre
formuleringer man vealger, er lidt en smagssag.

Grafisk forstaelse

Vi skal kigge pa situationen grafisk i et par eksempler. Hvis funktionen har grafen, som
vist pa figur 1 nedenfor, sa er f kontinuert 1 x,,, for nar det bevagelige punkt x bevager
sig hen imod x,, sd vil det grenne bevegelige grafpunkt bevaege sig ned imod det faste
sorte grafpunkt. Altsd vil f(x) nerme sig til f(x,). Bemark, at denne egenskab gal-
der uanset om x n&rmer sig fra venstre eller fra hojre ind mod x,, !
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Lad os kigge pa grafen for en anden funktion. Pé figur 2 nedenfor vil det grenne beve-
gelige grafpunkt bevaege sig ned mod punktet med den abne bolle, safremt x nermer sig
til x, fra hejre. Det betyder at f(x) > ¢ for x — x; (plusset hentyder til at x narmer
sig fra hejre). Men da ¢ # f(x,), sé er betingelse (1) ikke opfyldt. Hvis x na&rmer sig
fra venstre, vil det derimod galde at f(x) » f(x,) for x — x, . Da imidlertid grense-
vardien skal vere f(x,), ndr x nermer sig til x, fra bdde hejre og venstre, ma vi kon-

kludere, at f'ikke er kontinuert 1 x;, .

En funktion er altsa ikke kontinuert 1 x,, hvis grafen foretager et spring i dette punkt!
Vi skal slutte af med en setning, der forteller, at det er en sterkere betingelse at vaere
differentiabel i et punkt x, end at vaere kontinuert i det samme punkt.

Sztning

Giver en funktion f. Hvis f'er differentiabel i x,, sd er fogsa kontinuert i x,, .

Bevis: Hvis f er differentiabel i x,, sd har differenskvotienten Ay/Ax en grenseveerdi
for Ax — 0. Lad os kalde greenseverdien for a. Vi kan omskrive y-tilveksten:

Ay = %-Ax —>a-0=0 for Ax —>0

Da y-tilvaeksten gir imod 0 for Ax — 0, sé er fkontinuert 1 x, ifelge formulering (3).
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