En ikke-differentiabel funktion

Vi skal 1 dette tilleeg kigge pa en funktion, som ikke er differentiabel, nermere bestemt
den funktion, som gar under betegnelsen numerisk x og som kan skrives ved folgende
gaffelforskrift:

x for x>0

/() = {—x for x <0

Den skrives ogsa ofte f(x) = |x| . Grafen ser siledes ud:

y

A

Vi skal vise, hvorfor funktionen ikke er differentiabel 1 x, = 0. Vi starter med at kigge
pa differenskvotienten:

&y _ St A= (%) _ fO+A)-£(0) _ f(A)-0 _ f(Av)

(1)
Ax Ax Ax Ax Ax

For at undersoge hvad der sker, nar Ax — 0, er vi nedt til at splitte op i to tilfelde, fordi
vi har at gere med en gaffelforskrift. Lad os ferst undersege, hvad der sker, nr Ax neer-
mer sig til 0 fra hejre, hvilket vi skriver som Ax — 0". Nar Ax er positiv, gelder den
forste del af gaffelforskriften, dvs. f(Ax) = Ax . Dermed fas:

Ay _ f(A) _ Ax
Ax Ax

(2) =1—>1 for Ax>0"
Lad os dernaest kigge pa, hvad der sker, nar Ax narmer sig til 0 fra venstre, hvilket vi

skriver som Ax — 0~ . Nar Ax er negativ, gelder den anden del af gaffelforskriften,
dvs. f(Ax)=-Ax.Dermed fas:

Ay _ f(A0) _ —Ax
Ax Ax Ax

=-1 > -1 for Ax >0

3)

Vi ser at differenskvotienten har forskellige grenseverdier, alt efter hvordan Ax neer-
mer sig til 0. Definitionen af differentialkvotient kreever, at det er den samme grense-
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vaerdi man har uanset, hvordan man narmer sig til 0. Derfor ma vi konkludere, at funk-
tionen ikke er differentiabel i x, =0.

Bemeerkning 1

Problemet 1 x, =0 er, at man 1 dette punkt ikke kan tegne en tangent til grafen, fordi
grafen har et kncek her. Man kan lidt lest sige, at hvis grafen er ’glat” i et punkt, sd er
den ogsé differentiabel her. Faktisk er funktionen ovenfor differentiabel i alle andre
punkter end x, =0, fordi man kan tegne en tangent her. Overvej hvad tangentens hald-
ning er i punkter til hgjre for 0?7 Samme sporgsmaél i1 punkter til venstre for 0?

Bemearkning 2

Vi har tidligere kigget pa en s&@tning, som siger at hvis en funktion fer differentiabel i et
punkt x,, sd er funktionen ogsa kontinuert 1 dette punkt. Ovenstdende funktion er et
modeksempel til hypotesen om at satningen skulle gelde den modsatte vej. Man kan
altsa ikke slutte, at hvis en funktion er kontinuert i et punkt, sé er den ogsa differentiabel
1 dette punkt. Vores funktion ovenfor er klart kontinuert i ethvert punkt, da grafen er
sammenhangende, men funktionen er ikke differentiabel 1 punktet x, = 0. Det at vere
differentiabel er altsd en staerkere egenskab end det at vare kontinuert!



