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1. Historisk indledning 

Vi ved, at det var grækerne, som for alvor udviklede geometrien flere århundreder før 

vores tidsregning. Deres geometri var hovedsageligt baseret på konstruktioner og logiske 

beviser. I 1600-tallet begyndte europæiske matematikere imidlertid at betragte geometri-

en på en ny måde. Man begyndte at algebraisere geometrien, så geometriske objekter 

kunne beskrives ved ligninger. De ubekendte blev opfattet som længder af bestemte linje-

stykker. To af de vigtigste pionerer på området var de franske matematikere René Descar-

tes (1601-1665) og Pierre de Fermat (1596-1650), som uafhængigt af hinanden udviklede 

metoder til at beskrive geometriske objekter ved hjælp af ligninger. I de følgende årtier 

og århundreder blev disse idéer videreudviklet. Man indførte koordinatsystemet i planen, 

så punkter kunne angives ved koordinatpar ( , )x y . Geometriske objekter kunne herefter 

opfattes som mængder af punkter, der opfyldte bestemte ligninger. Disse idéer blev vi-

dereudviklet til det, vi i dag kalder analytisk geometri. 

 

 

 

 

2. Linjer 

Vi springer straks til den moderne fremstilling af den analytiske geometri. Vi har tidligere 

talt om funktioner, herunder lineære funktioner på formen ( )f x a x b   , hvor a og b er 

konstanter. Grafen for en sådan funktion er en linje. I den analytiske geometri arbejder vi 

dog ikke bare med geometriske objekter, som er grafer for funktioner, men med punkt-

mængder, som opfylder en ligning. Som et eksempel kan nævnes 

(1)       2( , )M x y R y a x b      

som kan læses: M er mængden af punkter ( , )x y  i planen, som tilfredsstiller ligningen 

y a x b   . Vi vil dog normalt ikke være så formelle, men bare omtale y a x b    som 

en linje. Her er a linjens hældningskoefficient og b dens konstantled.  

Pierre de Fermat (1601-1665) René Descartes (1596-1650) 
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Man kan også repræsentere lodrette linjer. En lodret linje, som for eksempel går igennem 

punktet (3,0) , vil således have ligningen 3x  . Denne linje er vist på figuren nedenfor 

til højre, mens figuren nedenfor til venstre viser linjen med ligning 1
2

3y x  .  

 

 

I øvrigt kan en lodret linje ikke fremkomme som grafen for en funktion, da funktioner 

ikke tillader, at der er flere y-værdier til hver x-værdi. I dette tilfælde er der uendeligt 

mange y-værdier til x-værdien 3. 

 

Den følgende bemærkning er medtaget for fuldstændighedens skyld, men er ikke nødven-

dig for det efterfølgende stof og kan dermed springes over. 

 

Bemærkning 1  (En generel ligning for en linje) 

Det kan virke utilfredsstillende, at man skal dele op i to tilfælde (lodret eller ikke-

lodret linje) for at kunne angive en ligning for en generel linje. Der findes imidlertid 

en fælles ligningsform, som indeholder begge, nemlig følgende: 

(2)        0a x b y c      

hvor a, b og c er konstanter med ( , ) (0,0)a b  . For det første kan enhver ligning på 

formen (2) omskrives til en af de to former ovenfor: Hvis 0b   (og dermed 0a  , da 

( , ) (0,0)a b  ) reducerer (2) til den lodrette linje c
ax   . Hvis derimod 0b   kan 

(2) omskrives til linjen a c
b by x   . Omvendt kan en lodret linje på formen x k  

fås frem med 1, 0 oga b c k    , og en linje på formen y d x e    kan fås frem 

med , 1 oga d b c e     . Detaljerne overlades til læseren. En ligning på formen 

(2) vil ofte være den foretrukne, hvis den analytiske geometri tager udgangspunkt i 

vektorregning.   

 

En linje er bestemt entydigt ud fra to punkter på linjen. Vi har allerede set en lignende 

sætning i forbindelse med lineære funktioner.  

0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8

-2

0

2

4

6

8

-2

0

2

4

6

8

x x

y y

y x  3     1
2 x  3
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Sætning 2  (To punkter på en linje) 

Lad 1 1( , )x y  og 2 2( , )x y  være to forskellige punkter på en ikke-lodret linje. Da er lin-

jens ligning givet ved y a x b   , hvor 

(3)      2 1
1 1

2 1

,
y y

a b y a x
x x


   


 

 

Bevis: Da punkterne ligger på linjen, opfylder de ligningen, altså: 

(4)        
2 2

1 1

y a x b

y a x b

  

  
 

Hvis vi trækker de to ligninger fra hinanden, fås: 

(5)      

   2 1 2 1

2 1

2 1

2 1( )

y y a x b a x b

a x b a x b

a x a x

a x x

      

     

   

  

 

Vi kan isolere a i ligningen (5): 

(6)     2 1
2 1 2 1

2 1

( )
y y

y y a x x a
x x


     


 

Konstantleddet b fås ved at isolere b i den anden formel i (4): 

(7)      1 1 1 1y a x b b y a x         

□  

 

En anden mulighed er at hældningskoefficienten a er kendt og kun ét punkt: 

 

Sætning 3  (Punkt-hældningsformen for en linje) 

Lad 1 1( , )x y  være et punkt på en linje, og lad linjens hældningskoefficient være a. Da 

er linjen givet ved ligningen: 

(8)       1 1( )y a x x y     

 

Bevis:  Strukturen i beviset ligner den i beviset for sætning 2. Først skriver vi ligningen 

for linjen, hvorefter vi udnytter, at punktet 1 1( , )x y  opfylder ligningen:  

(9)        
1 1

y a x b

y a x b

  

  
 

Herefter trækker vi de to ligninger fra hinanden: 
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(10)      

   1 1

1

1

1( )

y y a x b a x b

a x b a x b

a x a x

a x x

      

     

   

  

 

hvorefter vi har: 

(11)     1 1 1 1( ) ( )y y a x x y a x x y          

hvorved det ønskede er bevist.  

□  

 

 

Eksempel 4 

Bestem en ligning for den linje, som går igennem 

punkterne ( 2,1)  og (2,7) . 

 

Løsning: Vi benytter sætning 2: 

 2 1

2 1

7 1 6
1,5

2 ( 2) 4

y y
a

x x

 
   

  
 

 1 1 1 1,5 ( 2) 1 3 4b y a x           

Dermed har linjen ligningen 1,5 4y x  . 

 

 

Eksempel 5 

Bestem en ligning for den linje, som går igennem 

punkterne (2,1)  og (2,6) . 

 

Løsning: Vi ser, at punkterne har samme x-koordinat, 

nemlig 2. Dermed er der tale om en lodret linje, som 

vi straks konkluderer har ligningen 2x  . 

 

 

 

Eksempel 6 

Bestem en ligning for den linje, som har hældningen 

0,5 og går igennem punktet (4,5) . 

Løsning: Vi benytter sætning 3: 

 
1 1( ) 0,5 ( 4) 5

0,5 2 5 0,5 3

y a x x y x

x x

       

    
 

Dermed har linjen ligningen 0,5 3y x  . 

 

 

1

x

y

1

x

y

1

x

y

1

0,5
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3. Vinkler 

Vi har i afsnit 2 omtalt hældningskoefficienten for en ikke-lodret linje. Det vil derfor være 

naturligt også at kunne oversætte hældning til en konkret vinkel målt i grader. 

 

Definition 7 

Den såkaldte hældningsvinkel for en ikke-lodret linje defineres som linjens spidse 

vinkel i forhold til x-aksen, regnet med fortegn.   

 

De tre interessante tilfælde (positiv hældning, negativ hældning og hældning 0) er illu-

streret på figuren herunder. Hældningsvinklen ligger altså i intervallet ] 90 ,90 [   . 

 

 
 

 

Sætning 8  (Formel for hældningsvinkel) 

Hældningsvinklen v for en ikke-lodret linje y a x b    kan bestemmes af: 

(12)      1tan( ) tan ( )a v v a    

 

Bevis:  Hvis a er positiv, er vi i situationen på figur 1 herunder. Vi ved at en x-tilvækst på 

1 giver en y-tilvækst på a. I den grønne retvinklede trekant har vi: 

(13)       
mod

tan( )
hos 1

a
v a    

 

 

x x

y y y

30°

-40°

v = 0°

1

a

x x

y y

v
1

a

Figur 1 Figur 2
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Hvis a er negativ, er vi i situationen på figur 2. Da både hældningskoefficienten og hæld-

ningsvinklen er negative her, har vi indført et minus, så vi kan regne med en positiv læng-

de og en positiv vinkel i den retvinklede trekant: 

(14)  
mod

tan( ) tan( ) tan( )
hos 1

a
v a v a v a


            

hvor det er udnyttet, at der generelt gælder tan( ) tan( )v v   . Vi får altså igen (12).  

 

Til slut skal det bemærkes, at tangensfunktionen i intervallet ] 90 ,90 [    har en invers 

funktion kaldet 1tan , hvilket betyder, at 1tan ( )v a .  

□  

 

 

Sætning 9  (Vinkel mellem to linjer) 

Vinklen v mellem to linjer 1 1y a x b    og 2 2y a x b    er givet ved:  

(15)      1 1
1 2tan ( ) tan ( )v a a    

 

Bevis: Overlades til læseren. □  

 

 

 

Eksempel 10 

Lad der være givet to linjer: 

l : 3 2y x   

m : 5y x    

a) Bestem den vinkel, som linjen l danner 

med x-aksen.  

b) Bestem den spidse vinkel mellem lin-

jerne l og m.  

 

Løsning:  

a) Ifølge sætning 8 har vi følgende hældningsvinkel for l : 

1 1tan ( ) tan (3) 71,6v a      

 Linjen l danner altså vinklen 71,6° med x-aksen.  

b) Ifølge (15) i sætning 9 har vi  

1 1 1 1
1 2tan ( ) tan ( ) tan (3) tan ( 1) 116,6 116,6v a a             

Da denne vinkel er stump, fås den spidse vinkel mellem l og m som supplementvink-

len 180 116,6 63,4w      .  

□  

1

x

y

71,6°

116,6°

63,4°

lm
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Bemærkning 11  (Vinkel mellem linjer) 

Når der spørges efter vinklen mellem to linjer, vil det være lige så rigtigt at angive 

den stumpe vinkel mellem linjerne som den spidse vinkel mellem linjerne – hvis vink-

len da ikke er 90°. Hvis der specifikt spørges til den spidse vinkel (eller den stumpe 

vinkel), og formel (15) giver den modsatte, fås den ønskede vinkel ved at trække fra 

180° (supplementvinklen). 

 

 

Eksempel 12 

Bestem en ligning for den linje, som danner vinklen 

40° med x-aksen og går igennem punktet (2,3) .  

 

Løsning: Vi bruger først sætning 8 til at bestemme 

linjens hældningskoefficient: 

tan( ) tan(40 ) 0,8391a v     

Dernæst benytter vi sætning 3 for at bestemme lin-

jens ligning: 

1 1( )

0,8391 ( 2) 3

0,8391 1,6782 3

= 0,8391 1,3218

y a x x y

x

x

x

   

   

  



 

Altså er 0,8391 1,3218y x   en ligning for den søgte linje.  

□  

 

 

4. Ortogonale linjer 

Vi vil nu undersøge, hvornår to linjer står vinkelret på hinanden. Sådanne linjer kaldes 

også ortogonale. Ortogonale linjer spiller en særlig rolle i geometrien, fordi den korteste 

afstand fra et punkt til en linje bestemmes ved hjælp af en linje, som står vinkelret på den 

givne linje. Det skal vi se i næste afsnit om afstande. Også ved projektion af et punkt på 

en linje spiller ortogonale linjer en vigtig rolle. 

 

Sætning 13  (Ortogonale linjer) 

Lad l og m være to ikke-lodrette linjer med ligningerne henholdsvis y a x b    og 

y c x d   . Da gælder: 

(16)   
1

 og  er ortogonale 1l m a c c
a

          

 

1

x

y

40°
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Bevis: Antag først at l og m er ortogonale. Da er det indlysende, at de to linjers hældnings-

koefficienter a og c må have forskellige fortegn. Vi kan uden indskrænkning antage, at a 

er positiv og c er negativ. På figuren nedenfor har vi kaldt linjernes skæringspunkt for A. 

Fra punktet A går vi én enhed mod højre og får punktet C. En lodret linje tegnes igennem 

C til skæring med linjerne l og m i henholdsvis punkterne B og D. Dette er vist på figuren 

herunder. Da 0c   er afstanden mellem C og D lig med c .   

 

Lad os sætte v CAB  . Som vi ser på figuren, kan vi under antagelsen om at l og m er 

ortogonale argumentere for, at de to retvinklede trekanter ABC og DAC er ensvinklede. 

På den nederste del af figuren har vi sat de to trekanter over for hinanden, så de ligger på 

samme måde – efter at trekant DAC er drejet 90° med uret. Ved at kigge på ensliggende 

sider ser vi, at forstørrelsesfaktoren fra den venstre til den højre trekant er 1k a . Ved 

at kigge på de ensliggende sider AC og DC får vi: 

(17)    
1

1 1k c k c c a c
a

             .  

hvorved sætningen er bevist fra venstre mod højre. Argumentet kan også vendes om: 

Antag at 1a c   . Da er de to trekanter nederst en skalering af hinanden, hvorfor de må 

være ensvinklede. Herefter vises det nemt, at de to linjer er ortogonale. Detaljerne over-

lades til læseren. Hermed er sætningen bevist.  

 

 

□  

a

c

c

1

1

1

90°v

90°v

v

v

A

A

A

B

B

C

CC

D

D

lm

x

y



© Erik Vestergaard – www.matematikfysik.dk 13 

 

Eksempel 14 

Betragt linjerne l og m med ligningerne henholdsvis 2
3

17y x    og 1,5 4y x  . Afgør 

om linjerne er ortogonale.  

Løsning: 2
3

1,5 1a c      . Ifølge sætning 13 er linjerne derfor ortogonale.  

□  

 

Eksempel 15 

To linjer l og m går begge igennem punktet ( 1,4) . Derudover er l parallel med linjen 

2 1y x  , mens m er ortogonal på samme linje. Bestem en ligning for l og m.  

Løsning: 

Linjen l : Parallelle linjer har samme hældningskoefficient. Derfor er hældningen af l 

lig med 2. Vi kan derefter bruge sætning 3: 

1 1( )

2 ( ( 1)) 4

2 ( 1) 4

2 2 4

2 6

y a x x y

x

x

x

x

   

    

   

  

 

 

   Altså er 2 6y x   en ligning for linjen l.  

Linjen m : Først bruger vi sætning 13 til at bestemme hældningen for linjen m : 

1 1 1
1 så

2
a c c c

a a
           

   hvorefter vi kan anvende sætning 3 til at udregne en ligning: 

1 1( )

0,5 ( ( 1)) 4

0,5 ( 1) 4

0,5 0,5 4

0,5 3,5

y a x x y

x

x

x

x

   

     

    

   

  

 

   Altså er 0,5 3,5y x    en ligning for linjen m.  

 

 

1

x

y

lm
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5. Afstande 

I dette afsnit skal vi udlede og anvende formler for afstanden mellem to punkter og afstan-

den mellem et punkt og en linje.  

 

Sætning 16  (Afstand punkt-punkt) 

Afstanden mellem de to punkter 1 1( , )P x y  og 2 2( , )Q x y  er følgende: 

(18)     2 2
2 1 2 1( ) ( )PQ x x y y      

 

Bevis: Afstanden d mellem de to punkter er lig med længden af linjestykket mellem de to 

punkter P og Q. Vi kan tegne en retvinklet trekant, som vist på figuren. Den lodrette katete 

har længden 2 1y y , og den vandrette katete har længden 2 1x x . Grunden til at der er 

anbragt et numerisktegn om 2 1y y  og 2 1x x  er, at vi generelt ikke kan vide, hvilken af 

størrelserne i differensen, der er størst. Pythagoras’ sætning giver nu umiddelbart: 

2 22 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( )d x x y y d x x y y          

Dette bekræfter formel (18). Bemærk, at numerisktegnene bliver unødvendige, når der 

kvadreres.  

 

Formel (18) holder også i de to specialtilfælde, hvor de to punkter ligger på en lodret eller 

vandret linje eller er sammenfaldende. Dette ses let ved indsættelse i formel (18). 

□  

 

Eksempel 17 

Bestem afstanden mellem de to punkter  

( 3,5)P   og (6,1)Q . 

Løsning: Vi benytter formel (18): 

2 2
2 1 2 1

2 2

( ) ( )

(6 ( 3)) (5 1)

9,85

PQ x x y y   

    



 

Q x y( ,2 2)

d

x2 x1

y y2 1

x

y

y

1

1
Q

P
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Definition 18 

Afstanden d fra et punkt P til en linje l er defineret som 

den korteste afstand, et punkt på linjen har til P. Det kan 

vises, at punktet på linjen er det punkt Q, som opfylder, at 

PQ står vinkelret på l.  

 

 

 

Sætning 19  (Afstand punkt-linje: Dist-formlen) 

Afstanden fra et punkt 1 1( , )P x y  til en ikke-lodret linje l med ligning y a x b    er 

givet ved formlen:  

(19)        1 1

2
dist ,

1

a x b y
P l

a

  



  

 

Bevis: Hvis P ligger på l, er afstanden 0, og formlen er oplagt opfyldt. Vi antager derfor, 

at P ikke ligger på l. Vi antager først, at 0a  , så vi ikke har at gøre med en vandret linje. 

På figuren nedenfor er indtegnet punktet P og linjen l. Den lodrette linje gennem P skærer 

linjen l i et punkt A. Andenkoordinaten til A fås ved at indsætte 1x  i ligningen for l. Det 

giver 1a x b  . Desuden er indtegnet ”fodpunktet” C, som er det punkt på l, som er tættest 

på P. Vi har dermed en retvinklet trekant PAC. Vinklen PAC betegner vi med v.  

 

På figuren er desuden indtegnet en anden retvinklet trekant DEF: Vi ved, at en x-tilvækst 

på 1 giver en y-tilvækst på a. For at inkludere tilfældet, hvor a måtte være negativ, sætter 

vi numeriske tegn om a, så vi kan sige, at siden EF har længden a .  

 

 
 

v

v

A

P

C

D E

F

l

d

x1

y1

ax b1

x

y

a

d
Q1

Q2

Q
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Vi ved fra geometrien, at når to parallelle linjer skæres af en tred-

je linje, så er indre vinkler ens (se figuren til højre). I vores situa-

tion kan vi forestille os to lodrette linjer (som specielt er paral-

lelle) gennem punkterne A og F. Den skærende linje er l. Dette 

godtgør, at vinklen DFE må være lig med vinkel PAC, som har 

størrelsen v.  

 

De to trekanter PAC og DEF er ensvinklede, da de begge er retvinklede og desuden har 

en vinkel med størrelsen v. Man kan bruge denne egenskab til at vise formlen for distan-

cen d. Vi vil dog gå en lidt anden vej ved at udregne sinus til v i begge trekanter: 

(20)      

mod
: sin( )

hyp

mod 1
: sin( )

hyp

d
PAC v

AP

DEF v
DF

  

  
   

Vi har desuden 

(21)     2
1 1 og 1AP a x b y DF a       

hvor den sidste ligning fås ved at bruge Pythagoras’ sætning på DEF . Ved at indsætte 

udtrykkene fra (21) i (20) fås: 

(22)  
1 1

2 2
1 1

1 1

1 1

a x b yd d
d

AP DF a x b y a a

  
    

    
 

hvorved formel (19) er vist. Formlen (19) ses nemt at være opfyldt for specialtilfældet 

med 0a  . Detaljerne overlades til læseren.  

□  

 

Eksempel 20 

Sønnen til en gårdmand har med en 8 meter lang snor tøjret sin lidt bidske hund til en pæl 

på grunden. Hvis vi lægger et koordinatsystem ind i det ene hjørne af den rektangulære 

grund, som vist nederst til venstre på figuren på næste side, kan pælens position angives 

ved punktet (6,11)P , hvor koordinatsættets tal er målt i meter. Gårdmanden, som befin-

der sig i punktet (5, 2)A , skal over til sin traktor, som befinder sig i punktet (20,9)B .  

a) Beregn om gårdmanden er i sikker afstand fra hunden, når han står i punktet A.  

Gårdmanden har i sinde at gå den lige vej fra A over mod B, hvor traktoren er.  

b) Spørgsmålet er, om hunden kan nå gårdmanden på vej over til traktoren? 

 

Løsning: a) Vi benytter først afstandsformlen (18): 

2 2 2 2
2 1 2 1( ) ( ) (6 5) (11 2) 9,06PA x x y y          

Da 8PA  , kan hunden altså ikke nå gårdmanden i startpositionen A.  

v

De indre vinkler er ens
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b) For at besvare spørgsmålet, får vi brug for en ligning for den linje l, som går igennem 

punkterne A og B. Først bestemmer vi hældningskoefficienten   

2 1

2 1

9 2 7
0,4667

20 5 15

y y
a

x x

 
   

 
 

hvorefter vi bruger formlen (8) fra sætning 3 til at bestemme en ligning for linjen l: 

1 1( ) 0,4667 ( 5) 2 0,4667 0,3333y a x x y x x           

Vi ser, at det er muligt for hunden at nå gårdmanden, hvis afstanden fra pælen i (6,11)P  

til linjen l er mindre end 8 meter! Vi bruger Dist-formlen fra sætning 19: 

  1 1

2 2

0,4667 6 0,3333 11
dist , 7,73

1 0,4667 1

a x b y
P l

a

     
  

 
 

Vi ser, at det er muligt for hunden at nå gårdmanden på turen over til traktoren.  

 

 

 
x

0 5 10 15 20 25
0

5

10

15

7,73 m

8 m

A

B

P
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6. Cirkler 

Vi går nu videre til et andet centralt geometrisk objekt, nemlig cirklen. 

 

Sætning 21  (Cirklens ligning) 

En ligning for cirklen med radius r og centrum i punktet ( , )C a b  er:   

(23)      2 2 2( ) ( )x a y b r      

 

Bevis: Cirklen er karakteriseret ved, at den netop består af de punkter ( , )P x y , som har 

afstanden r til centrum ( , )C a b . Derfor bruger vi afstandsformlen mellem to punkter:  

(24)   2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )r x a y b r x a y b          

Hvorved det ønskede er vist.  

 

Eksempel 22 

Bestem en ligning for den cirkel, som har centrum 

i (3, 2)C   og har radius 4.  

Løsning: Vi sætter i formel (23): 

  

2 2 2

2 2

( 3) ( ( 2)) 4

( 3) ( 2) 16

x y

x y

    

    
 

 

 

Eksempel 23 

En cirkel har ligningen 2 2( 3) ( 2) 25x y    . 

Bestem radius og centrum for cirklen. 

Løsning: Opgaven er i princippet nem, for vi skal 

blot sammenligne med cirklens ligning i sætning 

21: 2 2 2( ) ( )x a y b r    . Man skal dog passe 

på, fordi der står et minus foran a og b. Derfor er 

3, 2a b    og 25 5r   . Der er altså tale 

om en cirkel med centrum i ( 3, 2)C   og radius 5.  

 

 

Vi er nu klar til et vigtigt eksempel med en tangent til en cirkel. Idéen er her at udnytte, 

at en tangent til en cirkel altid står vinkelret på radius i røringspunktet. Det betyder typisk, 

at vi skal udnytte sætning 13 om hældningskoefficienter for ortogonale linjer.   

1

y

C

x

1

1

C

y
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Eksempel 24 

En cirkel har centrum i (1, 2)C  og går igennem punktet (4,4)P . 

a) Bestem en ligning for cirklen.  

b) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i (4,4)P .  

Løsning:  

a) Vi har centrum men ikke radius r i cirklen. Den findes som afstanden CP :  

2 2 2 2
2 1 2 1( ) ( ) (4 1) (4 2) 13 3,6056r CP x x y y            

 Ligningen for linjen fås herefter ved at indsætte 1, 2 og 13a b r   i (23): 

 22 2 2 2( 1) ( 2) 13 ( 1) ( 2) 13x y x y          

 som er cirklens ligning.  

b) Vi har et punkt på tangenten, nemlig (4,4)P , men mangler hældningskoefficienten. 

For at få den, skal vi først bestemme hældningen af linjestykket CP.  

2 1

2 1

4 2 2

4 1 3

y y
a

x x

 
  

 
 

Herefter kan vi via sætning 13 om ortogonale linjer bestemme hældningen c af tan-

genten:  1 1a c c a      : 

2
3

1 1 3
1,5

2
c

a
         

 Herefter kan sætning 3 benyttes til at bestemme en ligning for tangenten: 

2 2( ) 1,5 ( 4) 4 1,5 6 4 1,5 10y c x x y x x x                 

 Tangens ligning er altså 1,5 10y x   . 

 

 

 

□  

 

x
1

1

P

C
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Kvadratkomplettering 

Resultatet af eksempel 22 var:  

(25)    2 2( 3) ( 2) 16x y     

Man kunne overveje at udregne parenteserne ved hjælp af 

kvadratsætningerne. Det ville føre til følgende ligning: 

(26) 

 

2 2 2 2 2 2

2 2

3 2 3 2 2 2 16 9 6 4 4 16

6 4 3 0

x x y y x x y y

x x y y

              

     
 

Den sidste ligning i (26) er ækvivalent med den oprindelige ligning i (25). Hvis man som 

i eksempel 22 skal angive en ligning for en cirkel, er det normalt mest hensigtsmæssigt at 

stoppe ved formen i (25), da centrum og radius her kan aflæses direkte. 

 

Alligevel er den alternative form vigtig at kende, fordi man kan møde opgaver, hvor cirk-

lens ligning er givet på formen i (26), og hvor man derfor skal omskrive ligningen for at 

bestemme centrum og radius. Denne teknik kaldes kvadratkomplettering og går ud på at 

omskrive udtryk til kvadrater. Lad os se et eksempel. 

 

 

Eksempel 25 

En punktmængde tilfredsstiller ligningen 2 24 10 7 0x x y y     . Vis, at der er tale om 

en cirkel, og bestem desuden radius og koordinaterne for cirklens centrum.  

 

Løsning: Idéen er følgende: Hvis man ser på de første to led på venstre: 2 4x x , så kan 

de 4x  blive til det dobbelte produkt i en kvadreret parentes. Man tager så halvdelen af 4, 

som giver 2. Et bud er så 2( 2)x  . Ifølge kvadratsætningerne, så har vi: 

2 2 2 2 2( 2) 2 2 2 4 2x x x x x         

Vi har altså fået 22  for meget med. Derfor konkluderer vi, at 2 2 24 ( 2) 2x x x    . På 

samme måde indser vi, at 2 2 210 ( 5) 5y y y    . Alt i alt: 

(27)  

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

4 10 7 0 ( 2) 2 ( 5) 5 7 0

( 2) 4 ( 5) 25 7 0

( 2) ( 5) 36

x x y y x y

x y

x y

            

       

    

 

Det sidste viser tydeligt, at der er tale om en cirkel med centrum i ( 2,5)  og radius 6.  

□  

 

Eksempel 26 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 4) ( 2) 41x y    . Vi ønsker at afgøre, om hver af 

punkterne (8,7), ( 2, 4) og (7, 4)P Q R   ligger på, indenfor eller udenfor cirklen.  

Kvadratsætninger: 

2 2 2

2 2 2

( ) 2

( ) 2

a b a b ab

a b a b ab

   

   
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Løsning: Cirklen har centrum i (4,2)C  og radius r 

er lig med 41 . Om et punkt ligger på, indenfor el-

ler udenfor cirklen afgøres af punktets afstand til 

centrum.  

Venstresiden i cirklens ligning angiver netop kva-

dratet af afstanden fra centrum C til punktet ( , )x y . 

Derfor er det tilstrækkeligt at indsætte punktets ko-

ordinater og sammenligne resultatet med 41. Vi be-

regner for hvert punkt: 

 

(28)   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

: (8 4) (7 2) 4 5 16 25 41

: ( 2 4) (4 2) ( 6) 2 36 4 40

: (7 4) ( 4 2) 3 ( 6) 9 36 45

P

Q

R

       

         

         

  

Af (28) ses, at P ligger på cirklen, Q indenfor cirklen og R udenfor cirklen.  

 

 

 

 

7. Skæringer 

I dette afsnit skal vi studere forskellige typer af skæringer: Skæringer mellem to linjer, en 

linje og en cirkel og to cirkler. Der kan også være tale om skæringer med koordinatsyste-

mets akser.   

 

 

Skæring mellem to linjer 

For to linjer har vi følgende tre tilfælde: 

1. To ikke parallelle linjer 

2. To parallelle linjer, som er sammenfaldende 

3. To parallelle linjer, som ikke er sammenfaldende 

 
 

I tilfælde 3 er der ingen skæringer mellem linjerne l og m. I tilfælde 2 er alle punkter på 

de to linjer skæringspunkter, altså uendeligt mange skæringer. Hvad angår det interessan-

te tilfælde 1 er der præcis ét skæringspunkt. Vi ser vi på nogle eksempler.   

 

 

l
l

m

m

m

Tilfælde 1 Tilfælde 2 Tilfælde 3

x
1

1

C

P

Q

R
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Eksempel 27 

Bestem skæringspunkterne mellem de to linjer med ligninger 2 5y x   og 6x  .  

Løsning: Den anden linje er her lodret. Det betyder, at opgaven bliver særlig enkel, da 

man blot kan indsætte 6x   i den første ligning.  

2 5 2 6 5 7y x       

Linjerne skærer derfor hinanden i punktet (6,7) .  

□  

 

Eksempel 28 

Bestem skæringspunktet mellem linjerne 

 : 0,5 2l y x   og : 1,5 8m y x   .  

Løsning: Hvis vi sætter de to udtryk for y lig med 

hinanden, fås en ligning med én ubekendt: 

1,5 8 2 6 30,5 2 x x xx         

Denne værdi indsættes i den ene ligning for at få 

y-værdien: 

0,5 2 0,5 3 2 1,5 2 3,5y x         

Linjerne skærer derfor hinanden i punktet (3 ; 3,5) .  

□  

 

 

Eksempel 29  (Projektion af punkt på linje) 

Punktet P ønskes projiceret ned på en linje l med ligning 2
3

1y x  .  

Løsning: Idéen er at bestemme en ligning for den linje m, som går igennem punktet P og 

som står vinkelret på l. Derefter kan projektionspunktet Q beregnes som skæringspunktet 

mellem linjerne l og m. Hældningen af m findes via sætning 13: 

3
22

3

1 1
1,5c

a
         

En ligning for m fås via formlen i sætning 3: 

1 1( )

1,5 ( 3) 7

1,5 11,5

y c x x y

x

x

   

    

  

 

Skæringspunktet fås nu på samme måde som i ek-

sempel 28. Det giver anledning til projektionspunk-

tet (4,8462 ; 4,2398)Q . De nærmere detaljer over-

lades til læseren. 

 

1

3

3,5

x

y

l

m

1

x

y

l

m

Q

P
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Bemærkning 30  (Parallelle linjer) 

Lad os kort overveje, hvad der sker i tilfældet med parallelle linjer. Betragt for eksem-

pel 2 3y x   og 2 4y x  . Disse ligninger repræsenterer parallelle linjer, da de har 

samme hældningskoefficient. De er dog ikke sammenfaldende. Dermed er der ingen 

skæringer. Dette afspejles ved, at ligningen 2 3 2 4 3 4x x       ikke har nogen 

løsninger. Hvis linjerne derimod er sammenfaldende, fx 2 3y x   og 2 3y x  , fås 

ligningen 2 3 2 3 0 0x x     , som er sandt for alle x. Tilsvarende betragtninger 

for lodrette linjer af typen x k  overlades til læseren.  

 

 

 

Skæringer mellem linje og cirkel 

Nogle gange har man brug for at besvare, om en linje over-

hovedet skærer en cirkel. Det er der et rigtigt godt værktøj 

til, nemlig at bruge formlen for afstanden fra et punkt til en 

linje. Hvis afstanden fra centrum C i cirklen til linjen er min-

dre end radius r, har linjen to skæringspunkter med cirklen 

(linjen m). Hvis afstanden er lig med radius, er linjen en tan-

gent til cirklen (linjen t), og der er netop ét skæringspunkt. 

Hvis afstanden er større end r, har linjen ingen skærings-

punkter med cirklen (linjen l). Vi skal se et eksempel: 

 

 

Eksempel 31 

En cirkel har ligningen 2 2( 5) ( 3) 9x y     og 

linjen l har ligningen 0,5 4y x  . Afgør om lin-

jen l skærer cirklen i 0, 1 eller to punkter.  

Løsning: Vi benytter Dist-formlen (19): 

  1 1

2 2

0,5 5 4 4
dist ,

1 0,5 1

2,24

a x b y
C l

a

     
 

 



 

Da afstanden fra centrum C til linjen l er mindre 

end radius 3r  , konkluderer vi, at l skærer cirk-

len i to punkter. □  

 

 

Eksempel 32 

En cirkel har ligningen 2 2( 4) ( 4) 10x y     og en linje l har ligningen 2 1y x  . Be-

stem eventuelle skæringspunkter mellem linjen og cirklen.  

Løsning: Vi indsætter udtrykket for y fra linjens ligning på y’s plads i cirklens ligning: 

l
m

t
r

1

x

y

l

C
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2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2

2

( 4) ((2 1) 4) 10

( 4) (2 3) 10

4 2 4 (2 ) 3 2 2 3 10

16 8 4 9 12 10

5 20 15 0

4 3 0

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

x x

    

    

         

      

   

   

 

hvor vi har benyttet kvadratsætningerne. I næst-

sidste ligning ser vi, at 5 går op i alle led, så vi 

kan reducere ligningen til 2 4 3 0x x   . Her er 

tale om en andengradsligning, som har løsninger-

ne 1 og 3. Indsættes de i linjens ligning, fås de 

tilhørende y-værdier henholdsvis 3 og 7. Alt i alt 

giver det skæringspunkterne (1,3)  og (3,7) . □  

 

Eksempel 32 viser, at man meget hurtigt kommer ud i heftige regninger. Har man et CAS-

værktøj til rådighed, er det noget nemmere at beregne skæringspunkterne ved at løse de 

to oprindelige ligninger med de to ubekendte x og y. Det er imidlertid en vigtig erkendelse, 

at skæring mellem en linje og en cirkel typisk fører til løsning af en 2. gradsligning.  

 

 

Skæringer mellem to cirkler 

De fleste har nok en fornemmelse af, at der i tilfældet med to cirkler også er mulighed for 

0, 1 eller 2 skæringspunkter alt efter, om cirklerne slet ikke rører hinanden, tangerer hi-

nanden i ét punkt eller skærer ind over hinanden. Et CAS-værktøj kan selvfølgelig give 

eventuelle skæringspunkter straks, men rent teoretisk skal vi se, at skæring mellem to 

cirkler kan reduceres til at skulle bestemme skæringer mellem en linje og en cirkel.  

 

 

Eksempel 33 

Betragt de to cirkler med ligninger 2 2( 1) ( 2) 10x y     og 2 2( 9) ( 6) 50x y    . Vi 

ønsker at bestemme eventuelle skæringspunkter mellem de to cirkler. Først omskriver vi 

udtrykkene i hver af ligningerne ved brug af kvadratsætningerne og reducerer: 

2 2

2 2

2 2

( 1) ( 2) 10

1 2 4 4 10

2 4 5

x y

x x y y

x x y y

   

      

    

 

2 2

2 2

2 2

( 9) ( 6) 50

81 18 36 12 50

18 12 67

x y

x x y y

x x y y

   

      

     

 

Man ser, at 2x  og 2y  figurerer i begge ligninger, så vi kan få disse kvadratled til at for-

svinde, hvis vi trækker ligningerne fra hinanden. Det fører til følgende ligning: 

(29)   16 8 72 2 9 2 9x y x y y x          

Dette er tydeligt ligningen for en linje. På figuren nedenfor er de to cirkler tegnet foruden 

linjen fra (29) (grøn linje). For at få de søgte skæringspunkter benyttes teknikken fra ek-

1

x

y

l

C
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sempel 32 på en af cirklerne samt linjen fra (29). Detaljerne overlades til læseren. Man 

får i øvrigt skæringspunkterne (4,1)  og (2,5) . 

 

□  

 

Skæringer med koordinatakser 

Skæring med x-aksen svarer til at skære med linjen 0y  , og skæring med y-aksen svarer 

til at skære med linjen 0x  . Så man skal altså blot indsætte enten 0y   eller 0x   i 

objektets ligning og løse for den anden variabel. Vi ser på et par eksempler.  

 

Eksempel 34 

a) En cirkel er bestemt ved ligningen 2 2( 4) ( 3) 13x y    . Bestem cirklens skærings-

punkter med x-aksen. 

b) En linje l er givet ved ligningen 6y a x   , hvor a er en ukendt parameter. Det er 

oplyst, at linjen skærer x-aksen i (8,0) . Bestem værdien af parameteren a. 

Løsning: 

a) Vi får 2 2( 4) (0 3) 13x      ved indsættelse 

af 0y   i cirklens ligning. Denne ligning redu-

cerer til 2( 4) 4x   . I princippet en 2. grads-

ligning, men dog en nem en af slagsen. Indhol-

det af parentesen må være lig med plus eller 

minus kvadratroden af højresiden. Vi har altså 

4 2 6 2x x x       . De to skærings-

punkter med x-aksen er altså (2,0)  og (6,0) . 

b) Vi indsætter punktet (8,0)  i linjens ligning: 

 0 8 6 6 8 0,75a a      . 
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Appendiks A. Midtpunktsformlen 

Vi skal se på en sætning, som kan være nyttig i mange sammenhænge. 

 

Sætning A1  (Midtpunktsformlen) 

Givet punkterne 1 1( , )P x y  og 2 2( , )Q x y . Midtpunktet M på linjestykket mellem P og 

Q har da koordinaterne 

(30)      1 2 1 2,
2 2

x x y y
M

  
 
 

  

 

Bevis: Midtpunktets koordinater betegner vi ( , )M MM x y . Vi tegner vandrette og lodrette 

linjer (stiplede) gennem de tre punkter P, Q og M til skæring med akserne. Det danner to 

retvinklede trekanter vist med lysegrøn og lyserød farve. De har udover den rette vinkel 

også en vinkel v til fælles. De to retvinklede trekanter er dermed ensvinklede.  

 

 
 

Da deres hypotenuser er lige store (M ligger midt på PQ), er trekanterne kongruente, dvs. 

alle sider er parvis lige store. Det betyder, at tallet My  ligger midt mellem tallene 1y  og 

2y . Med andre ord er My  gennemsnittet af 1y  og 2y . Tilsvarende fås at Mx  er gennem-

snittet af 1x  og 2x . Altså: 

(31)      1 2 1 2,
2 2

M M

x x y y
x y

 
   

Sætningen gælder også, hvis P og Q ligger på en lodret eller en vandret linje. Det enkle 

bevis herfor overlades til læseren. □  

 

 

Eksempel A2 

Midtpunktet på linjestykket mellem ( 2,6)P   og (10,18)Q  har koordinaterne: 

1 2 1 2 2 10 6 18 8 24
, , , (4,12)

2 2 2 2 2 2

x x y y               
    

 

M y( )xM M,

Q y( ,x2 2)

x

y

x1 xM

yM

y1

y2

x2

v

v
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Appendiks B. To ligninger med to ubekendte 

To (lineære) ligninger med to ubekendte optræder i mange sammenhænge. I analytisk 

geometri bruges de blandt andet til at bestemme skæringspunkter mellem linjer. Tidligere 

har vi set, at man i særlige tilfælde kan sætte højresiderne lig hinanden. Mere generelt kan 

ligningssystemet skrives på formen: 

(B1)       
1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

 

 
 

I ligningssystemet er x og y de ubekendte, mens de øvrige symboler er konstanter.  

 

Substitutionsmetoden 

Idéen til at løse ligningssystemet er at isolere en af de ubekendte i den ene ligning og 

indsætte udtrykket i den anden. Herved fås en ligning med kun én ubekendt, som kan 

bestemmes. Til slut indsættes værdien i den isolerede ligning for at bestemme den 

anden ubekendte. 

 

Eksempel B1 

Betragt de to ligninger med to ubekendte: 

(B2)       
2 12

2 3 11

x y

x y

  

 
 

Her er x særlig let at isolere, da koefficienten til x er 1: 

(B3)     2 12 2 12x y x y       

Dette udtryk for x indsættes i den anden ligning i (B2): 

 2 (2 12) 3 11 4 24 3 11 7 35 5

x

y y y y y y           
�����

 

hvor vi har isoleret y og fået 5y  . Denne værdi indsættes nu i (B3): 

(B4)    2 12 2 5 12 10 12 2x y          

Dermed fås løsningen ( , ) ( 2,5)x y   .□    

 

 

Eksempel B2 

Betragt de to ligninger med to ubekendte: 

(B5)       
5 2 4

4 3 17

x y

x y

 

 
 

Her vælger vi at isolere y i den første ligning:  

(B6)   
4 5

5 2 4 2 4 5
2

x
x y y x y


        
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Dette udtryk indsættes på y’s plads i den anden ligning: 

(B7)    

4 5
4 3 17

2

8 3 (4 5 ) 34

8 12 15 34

23 46

46
2

23

y

x
x

x x

x x

x

x

    
 

    

   

 

  

�����

 

Bemærk, at vi i linje 2 har ganget begge sider af ligningen med 2 for at fjerne nævneren. 

Det betyder, at alle led skal ganges med 2. 

 

Værdien af x indsættes nu i udtrykket for y fra (B6): 

(B8)  
4 5 4 5 2 4 10 6

3
2 2 2 2

x
y

    
       

Dermed fås løsningen ( , ) (2, 3)x y   . 

□  

 

Eksempel B3 

Betragt de to ligninger med to ubekendte: 

(B9)       
2 4

2 4 7

x y

x y

 

 
 

Vi isolerer x i den første ligning og indsætter udtrykket for x i den anden ligning: 

(B10)  2 (4 2 ) 4 7 8 4 4 7 8 7

x

y y y y        
�����

 

Vi ser, at de ubekendte er væk. Udsagnet 8 7  er falsk, så (B9) har ingen løsninger. Hvis 

vi i (B9) udskifter 7 med 8, vil (B10) i stedet føre til ligningen 8 8 , hvilket er sandt. Det 

betyder, at ligningssystemet har uendeligt mange løsninger, nemlig alle punktpar ( , )x y , 

som ligger på linjen 1
22 4 2x y y x      .  

 

I det sidste tilfælde er de to ligninger proportionale.  

 

 

Bemærkning B4  (Geometrisk fortolkning af ligningssystemer) 

Hver ligning i et lineært ligningssystem med to ubekendte beskriver en linje. Antallet 

af løsninger bestemmes derfor af linjernes indbyrdes placering. Skærer linjerne hinan-

den, er der præcis ét løsningspar. Er linjerne sammenfaldende, er der uendeligt mange 

løsninger. Er linjerne parallelle og ikke sammenfaldende, er der ingen løsninger. 
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Opgaver 

I opgavesektionen er opgaverne nummereret således, at tallet før punktummet angiver det 

tilhørende afsnit. Opgaver, som vurderes at være lidt sværere end de øvrige, er markeret 

med en stjerne (*).  

 

 

Opgave 2.1 

Tegn linjerne 8y x   , 2
3

2y x   og 1x   i et koordinatsystem.  

 

Opgave 2.2 

En linje går igennem punkterne (3,1)  og (4,3) . Bestem en ligning for linjen.  

 

Opgave 2.3 

En linje går igennem punkterne ( 1,2)  og (5, 1) . Bestem en ligning for linjen.  

 

Opgave 2.4 

En linje går igennem punkterne (5, 1)  og (5,8) . Bestem en ligning for linjen. 

 

 

Opgave 2.5 

I hvert af delspørgsmålene nedenfor er der angivet en hældningskoefficient a og et punkt. 

Bestem en ligning for den linje, der går igennem punktet og har den angivne hældning. 

a)  2a   og (3,1)   b)  1a    og (5,1)   c)  0,5a   og ( 3,6) . 

 

Opgave 2.6 

I hvert af delspørgsmålene nedenfor er der angivet en hældningskoefficient a og et punkt. 

Bestem en ligning for den linje, der går igennem punktet og har den angivne hældning. 

a)  3a   og ( 2,5)   b)  0,8a   og ( 2,1)   c)  1,27a   og (6,62 ; 4,38) . 

 

 

Opgave 2.7 

På figuren til højre er der tegnet tre linjer. Angiv en 

ligning for hver af dem.  

 

 

 

 

 

 

1

x

y
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Opgave 2.8 

Undersøg om hver af punkterne (2,3)A , (2,1)B  og ( 2, 11)C    ligger på linjen 3 5y x   

eller ej.  

 

 

Opgave 2.9 

Den samme linje kan beskrives ved forskellige ligninger: 

3 2 6 3 6 2 1,5 3x y x y y x         

Det er den sidste form, vi kender bedst. Problematikken er også beskrevet kort i Bemærk-

ning 1 side 6. Omskriv nedenstående ligninger til ligninger på formen y a x b   . 

a) 4 17x y    b) 3 2 8x y    c) 3 5 0x y    

 

 

Opgave 2.10 

Afgør om punkterne (2,2), (4,3) og (7,5)A B C  ligger på en linje.  

Hjælp: En mulig metode: Bestem først ligningen for den linje, som går igennem A og B 

og afgør ved indsættelse, om C ligger på linjen.  

 

 

Opgave 3.1 

Bestem hældningsvinklen med fortegn for hver af linjerne herunder. 

a)  2 7y x   b)  0,5 5y x     c)  0,75 2,50y x   d)  2,4 6,5y x   

 

 

Opgave 3.2 

Bestem hældningsvinklen med fortegn for hver af linjerne herunder. 

a)  5y x    b)  3 7y x   c)  5y   d)  10y x  

 

Opgave 3.3 

Nogle linjer har nedenstående hældningsvinkler. Bestem linjens tilhørende hældningsko-

efficient a.   

a) 45° b) 30° c) 20     d) 80     e) 10,5° 

 

Opgave 3.4 

I hvert af delspørgsmålene nedenfor er der angivet en hældningsvinkel v og et punkt. 

Bestem en ligning for den linje, der går igennem punktet og har den angivne hældnings-

vinkel. Hjælp: Benyt sætning 3 og sætning 8.  

a)  25v    og (4,1)   b)  71,5v    og ( 3,1)   c)  36v     og (6,1; 12,8) . 
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Opgave 3.5 

Bestem den spidse vinkel mellem linjen 1,25 0,67y x   og y-aksen. 

Hjælp: Bestem først vinklen i forhold til x-aksen.   

 

 

Opgave 3.6 

Aflæs hældningskoefficienterne for de to linjer 

på figuren og brug sætning 9 til at bestemme den 

spidse vinkel mellem linjerne. 

 

 

 

 

Opgave 3.7 

Aflæs hældningskoefficienterne for de to linjer 

på figuren og brug sætning 9 til at bestemme 

den spidse vinkel mellem linjerne.  

 

 

 

 

 

Opgave 3.8 

Aflæs hældningskoefficienterne for de to linjer 

på figuren og brug sætning 9 til at bestemme den 

spidse vinkel mellem linjerne.  

 

 

 

Opgave 3.9 

To linjer er givet ved: 

: 0,38 2,52

: 1,21 4,57

l y x

m y x

 

  
 

a) Benyt sætning 9 til at bestemme den spidse vinkel mellem de to linjer. 

Nu skal opgaven løses i GeoGebra: (Husk punktum i kommatal!) 

b) Tegn de to linjer i GeoGebra ved i inputlinjen at indtaste deres ligninger efterfulgt af 

et tryk på Enter. Af hensyn til navngivningen anbefales det at skrive navnene foran 

efterfulgt af kolon, som vist ovenfor.  

c) Benyt værktøjet Vinkel og klik først på den ene linje og derefter på den anden. Be-

mærk, at rækkefølgen ikke er ligegyldig. Får du samme resultat for den spidse vinkel 

som i a)? 

1

x

y

1

x

y

1

x

y
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Opgave 3.10 

Besvar spørgsmålene i opgave 3.9 for følgende to linjer: 

: 0,2 0,4 og : 1, 4 3,1l y x m y x     

 

Opgave 3.11 

En linje har hældningsvinklen 47° og går igennem punkter ( 8,5) . Bestem en ligning for 

linjen. Hjælp: Benyt sætning 9 og sætning 3.  

 

 

Opgave 4.1 

Undersøg ved hjælp af sætning 13, om følgende par af linjer er ortogonale. 

a) : 0,2 2,4 og : 5 10l y x m y x      

b) 1
2

: 2 7 og : 5l y x m y x       

c) : 0,4 2,1 og : 2,5 1,6l y x m y x      

d) 3 8
5 5

: 9 og : 1l y x m y x      

 

Opgave 4.2 

Afgør om nedenstående par af linjer er ortogonale eller ej. 

a) 2 10y x   og 1
2

3y x     

b) 1,5 3y x   og 0,6 12y x     

c) 5 4y x    og 0,2 10y x    

d) 7y   og 4x    

 

 

Opgave 4.3 

Linjerne y ax b   og y cx d   er ortogonale. Bestem værdien af c i hvert af neden-

stående tilfælde: 

a)  2, ?a c    b)  1
10

, ?a c    c)  0, 25, ?a c   d)  2
3

, ?a c    

 

Opgave 4.4 

En linje l går igennem punktet (2,7)  og står vinkelret på linjen : 4 1m y x   . Bestem 

en ligning for l. Hjælp: Benyt både sætning 13 og sætning 3.  

 

Opgave 4.5 

En linje l går igennem punktet ( 5, 2)  og står vinkelret på linjen : 0,5 3m y x  . Bestem 

en ligning for l.  



© Erik Vestergaard – www.matematikfysik.dk 33 

 

Opgave 5.1 

Bestem afstanden mellem følgende par af punkter: 

a) (3,5)A  og (6,10)B .  

b) ( 2,5)A   og (3,15)B . 

c) (4, 7)A   og (2, 7)B   

d) (2,35 ; 7,28)A  og ( 9,15 ; 18,66)B   

 

 

Opgave 5.2 

Bestem afstanden mellem følgende par af punkt og linje: 

a) (3,1)P  og 3 7y x  .  

b) (4,5)P  og 2 6y x   . 

c) ( 3,5)P   og 0,2 1y x   

d) (2,3 ; 7,8)P  og 2,5 1,4y x   

e) (2,8)P  og 10y   

f) (6,1)P  og 8x   (Her kan du ikke bruge formlen. Hvad så?) 

 

 

Opgave 5.3 

En linje l går igennem punkterne ( 1, 1)A    og (3, 7)B  . Bestem afstanden fra punktet 

(5, 2)P  til linjen l.  

 

 

Opgave 5.4 

En linje l går igennem punkterne (2,9)A  og (6, 1)B  . Bestem afstanden fra punktet 

(2, 4)P   til linjen l.  

 

 

Opgave 5.5* 

En linje l har ligningen 1,5 4y x  . 

a) Bestem koordinatsættene til hvert af de punkter på x-aksen, som har afstanden 3 til l.  

 Hjælp: Opstil ligning og løs den med et CAS-værktøj.  

b) Tegn de to punkter samt linjen l i GeoGebra.  

 

 

Opgave 5.6* 

En linje l har ligningen 5y a x   , hvor a er et tal.  

a) Bestem a, så punktet (6,3)P  har afstanden 5 til l.  

 Hjælp: Der er to løsninger. Opstil ligning og løs den med et CAS-værktøj.  

b) Tegn punktet P og de to løsningslinjer fra a) i GeoGebra.  
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Opgave 5.7* 

Et punkt P, som befinder sig på den lodrette linje 4x  , ligger lige langt fra punkterne 

(8,6)A  og (5, 2)B  .  

a) Bestem koordinatsættet til punktet P.   

 Hjælp: Opstil ligning og løs den med et CAS-værktøj.  

b) Tegn den lodrette linje og de tre punkter A, B og P i GeoGebra.  

 

 

Opgave 6.1 

Opskriv en ligning på formen 2 2 2( ) ( )x a y b r     for hver af de to cirkler herunder: 

 
 

 

Opgave 6.2 

En cirkel har centrum i punktet ( 2,8)C   og radius 6r  . Bestem en ligning for cirklen.  

 

Opgave 6.3 

En cirkel har centrum i punktet (1,3)C  og radius 5r  .  

a) Bestem en ligning for cirklen.  

b) Vis, at punktet (5,6)P  ligger på cirklen.  

 

Opgave 6.4 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 3) ( 7) 49x y    . 

a) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum.  

b) Vis, at punktet (2,12)P  ligger udenfor cirklen. Hjælp: Se eksempel 26. 

 

Opgave 6.5 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 4) ( 10) 17x y    . 

a) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum.  

b) Afgør for hver af følgende punkter, om det ligger på cirklen, indenfor cirklen eller 

udenfor cirklen: (7,13)P , (2,13)Q  og (3,14)R . Se eksempel 26. 

x

1

11

1
C

C

y y
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Opgave 6.6 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 2) ( 5) 25x y    . 

Gang parenteserne ud og reducer for at få en alternativ ligning for cirklen. 

 

Opgave 6.7 

En cirkel er givet ved ligningen 2 26 12 29 0x x y y     .  

a) Omskriv ligningen til den sædvanlige form 2 2 2( ) ( )x a y b r     ved at bruge tek-

nikken kvadratkomplettering. Hjælp: Se eksempel 25.  

b) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum. 

 

 

Opgave 6.8 

En cirkel er givet ved ligningen 2 22 16 29 0x x y y     .  

a) Omskriv ligningen til den sædvanlige form 2 2 2( ) ( )x a y b r     ved at bruge tek-

nikken kvadratkomplettering. Hjælp: Se eksempel 25.  

b) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum. 

 

 

Opgave 6.9 

En cirkel har centrum i ( 3, 12)C    og går igennem punktet (3, 4)P  . 

a) Bestem radius i cirklen. 

b) Bestem en ligning for cirklen.  

 

 

Opgave 6.10 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 2) ( 5) 13x y    . 

a) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum.  

b) Vis at punktet (5,7)P  ligger på cirklen.  

c) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i P.   

 Hjælp: Benyt metoden i eksempel 24b). Figur 1 herunder viser situationen.  

 

 

 
1

1

1

C
C

P
P

x

x

yy Figur 1 Figur 2
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Opgave 6.11 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 7) ( 2) 17x y    . 

a) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum.  

b) Vis at punktet (6, 2)P  ligger på cirklen.  

c) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i P.   

 Hjælp: Benyt metoden i eksempel 24b). Figur 2 på forrige side viser situationen.  

 

 

Opgave 6.12 

En cirkel har centrum i (11,14)C  og har radius 8.  

a) Bestem en ligning for cirklen. 

Punktet P har koordinatsættet (6,5)P . 

b) Bestem ved beregning afstanden d fra punktet P til 

cirklen. Se figuren.   

 

 

Opgave 7.1 

To linjer l og m er givet ved ligningerne 

  
: 2 11

: 7

l y x

m y x

 

  
 

a) Bestem koordinatsættet til skæringspunktet mellem l og m ved beregning. 

 

 

Opgave 7.2 

To linjer l og m er givet ved ligningerne 

  
: 4 6

: 10 1

l y x

m y x

 

  
 

a) Bestem koordinatsættet til skæringspunktet mellem l og m ved beregning.  

b) Tegn linjerne i GeoGebra og bestem skæringspunktets koordinater ved hjælp af skæ-

ringsværktøjet.   

 

 

Opgave 7.3 

En cirkel er givet ved ligningen 2 2( 4) ( 2) 25x y    . 

a) Bestem cirklens radius og koordinatsættet til cirklens centrum.  

b) Bestem koordinatsættet til hvert af cirklens skæringspunkter med y-aksen. 

 Hjælp: Alle punkter på y-aksen har x-koordinat 0.  

 

 

 

x

C

P

d

1

1
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Opgave 7.4 

En cirkel har ligningen 2 2( 4) ( 2) 25x y     og en linje l har ligningen 0,5 1y x  .  

a) Gør rede for, at linjen ikke skærer cirklen. 

 Hjælp: Benyt Dist-formlen fra sætning 19.   

 

 

Opgave 7.5 

En cirkel har ligningen 2 2( 6) ( 1) 9x y     og en linje l har ligningen 2 7y x  .  

a) Gør rede for, at linjen skærer cirklen i to punkter. 

 Hjælp: Benyt Dist-formlen fra sætning 19.  

 

 

Opgave 7.6 

En cirkel har ligningen 2 2( 1) ( 2) 5x y     og en linje l har ligningen 3 6y x  . Lin-

jen skærer cirklen i to punkter.   

a) Bestem uden hjælpemidler koordinatsættene for de to skæringspunkter.  

 Hjælp: Det fører til en andengradsligning.  

 

 

Opgave 7.7 

En cirkel har ligningen 2 2( 2) ( 7) 16x y     og en linje l har ligningen 0,5 10.y x  
Linjen skærer cirklen i to punkter.   

a) Benyt et CAS-værktøj til at bestemme koordinatsættene for de to skæringspunkter.  

b) Benyt desuden GeoGebra til at løse opgaven. Hjælp: Indtast de to ligninger via input-

linjen, hvorved cirklen og linjen vil blive tegnet. Endelig bruges Skæringsværktøj til 

at bestemme skæringspunkterne.  

 

 

Opgave 7.8 

Givet punktet (3, 4)P og linjen l: 0,5 2y x  . Lad Q være projektionspunktet af P på l. 

Bestem koordinatsættet for punktet Q.  

 

Opgave 7.9 

Givet punktet (10,5)P og linjen l: 5 27y x   . Lad Q være projektionspunktet af P på 

linjen l. 

a) Bestem koordinatsættet for punktet Q.  

 

Opgave 7.10 

Beregn i hånden skæringspunkterne mellem cirklen 2 2( 2) ( 4) 25x y     og x-aksen.  
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Opgave 7.11 

Betragt de to cirkler: 

2 2

2 2

Cirkel 1: ( 1) ( 5) 17

Cirkel 2: ( 8) ( 2) 45

x y

x y

   

   
 

Løs nedenstående opgaver med CAS-værktøj. 

a) Bestem koordinatsættene til de to skæringspunkter mellem Cirkel 1 og Cirkel 2.  

b) Cirkel 1 skærer y-aksen i to punkter. Bestem koordinatsættene til hvert af de to skæ-

ringspunkter.  

 

 

Opgave A1 

Nedenfor er angivet en række par af punkter 1P  og 2P . For hvert par skal 

koordinatsættet til midtpunktet M på linjestykket mellem de to punkter 

beregnes ved hjælp af formlen i sætning A1, side 26.  

a) 1 2(1,1)  og  (6,5)P P  

b) 1 2( 3,3)  og  (8, 1)P P   

c) 1 2(3,7 ; 4,9)  og  (1,5 ; 6,2)P P   

d) 1 2(6,5)  og  (100,5)P P  

Som kontrol kan man i GeoGebra tegne punkterne og midtpunktet ved hjælp af værktøjet 

Midtpunkt eller centrum.  

   

 

Opgave A2 

Nedenfor er angivet tre par af punkter 1P  og 2P . Beregn for hvert par en 

ligning for midtnormalen m til linjestykket 1 2PP .  

a) 1 2(1, 4)  og  (4,3)P P  

b) 1 2( 2, 1)  og  (4,2)P P   

c) 1 2(5, 4)  og  (9, 4)P P   

Som kontrol kan man i GeoGebra tegne punkterne og midtnormalerne ved hjælp af værk-

tøjerne Punkt og Midtnormal.  

 

 

Opgave B1 

a) Løs i hånden følgende to ligninger med to ubekendte: 

  
3 1

2 5 9

x y

x y

 

  
 

b) Løs i hånden og derefter også med CAS følgende to ligninger med to ubekendte: 

  
3 2 1

5 4 18

x y

x y

 

   
 

P2

m

M

P2
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X-opgaver 

Denne sektion indeholder ekstra opgaver, som enten kombinerer metoder fra flere sektio-

ner, tager udgangspunkt i en konkret anvendelse eller har en mere projektagtig karakter. 

 

 

Opgave X1 

Haderslev har udskrevet en arkitektkonkurrence med titlen ”Gør Haderslev smukkere”. 

En deltager er arkitektfirmaet CRAZYPEOPLE, som forestiller sig et sidestykke til Lon-

don Eye i Haderslev by. Karrusellen ligger tæt op ad en bygning, som ses til venstre på 

figuren nedenfor. Spørgsmålet er, hvor stor en radius karrusellen maksimalt kan have, 

uden at den rammer bygningen til venstre. Mål og koordinater fremgår af figuren – med 

undtagelse af de to punkter (48,32)H  og (52,32)K . Enheden er meter. Centrum for den 

cirkulære karrusel er i punktet G. De første tre delspørgsmål ønskes løst ved beregning:  

a) Bestem, hvor meget gavlen ED i huset til venstre hælder i forhold til vandret. 

b) Bestem den maksimalt mulige radius for karrusellen, hvis der ønskes en sikkerheds-

afstand på 2 meter til taget BC. 

c) Bestem det punkt på skråtaget BC, som ligger nærmest rotationscentrum G. 

d) Løs desuden opgaven i GeoGebra ved også at tegne karrusel og hus.  

 

 
 

 

Opgave X2 

Betragt definition 18 side 15, omhandlende afstand fra punkt til linje. Forklar, hvorfor det 

punkt Q på linjen, som opfylder, at PQ står vinkelret på l, er det punkt på linjen, som har 

kortest afstand til P.  

Hjælp: Betragt et vilkårligt andet punkt R på linjen. Forklar, hvorfor afstanden fra R til P 

er større end afstanden fra Q til P. Tænk på Pythagoras’ sætning. 

y (m)
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Opgave X3 

Et byggekonsortium vil konstruere en cirkelformet platform til rekreative formål i et hav-

neområde. På figuren nedenfor er den nuværende kaj vist med gråt (under x-aksen). Fir-

maet har vurderet, at cirklen skal passere igennem de tre punkter A, B og C angivet på 

figuren. Koordinaterne for de tre punkter fremgår af figuren, hvor enheden er meter.  

 

 
 

a) Benyt GeoGebra til at konstruere cirklen gennem de tre punk-

ter. Hjælp: Udnyt, at midtnormalen til enhver korde i en cirkel 

passerer gennem cirklens centrum. 

b) Hvor stor er cirklens radius? 

c) Hvor langt rager platformen ud fra den grå kaj?  

Teoretisk set har vi tre ubekendte i cirklens ligning, nemlig a, b og r: 

2 2 2( ) ( )x a y b r     

d) (svær) Udnyt koordinaterne til de tre punkter A, B og C til at opstille tre ligninger 

med tre ubekendte og løs dem ved hjælp af dit CAS-værktøj. Får du de samme vær-

dier for a, b og r, som ved konstruktionen i GeoGebra? 

 

 

Opgave X4 

Det er velkendt, at medianerne i en vilkårlig trekant skærer hinanden 

i ét punkt. Lad 1 1( , )P x y , 2 2( , )Q x y  og 3 3( , )R x y  betegne hjørnernes 

koordinater. En sætning siger, at medianernes skæringspunkt da er: 

1 2 3 1 2 3,
3 3

x x x y y y
G

    
 
 

 

Bestem medianerne skæringspunkt for en trekant med hjørnerne: 

(1,2), (7, 2) og (9,5)P Q R . Medianernes skæringspunkt er trekantens tyngdepunkt!   
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Opgave X5 

En femkant er en polygon med fem hjørner. En femkant kal-

des desuden regulær, hvis alle dens hjørner ligger på en cirkel 

og alle sider er lige lange. Regulære femkanter forekommer i 

mange sammenhænge. En almindelig fodbold er syet sammen 

af 12 regulære femkanter og 20 regulære sekskanter. Desuden 

optræder det berømte gyldne snit i en regulær femkant. Det 

skal vi nu undersøge. 

 

Man kan konstruere en regulær femkant på en måde, 

som er antydet på figuren til højre: Man starter med et 

vandret linjestykke, hvis venstre endepunkt er i origo, 

altså (0,0). Linjestykket drejes herefter fire gange med 

vinklen 72° i positiv omløbsretning om origo. Derefter 

tegnes en cirkel med centrum i (0,0) og med en radius, 

som højst er lig med længden af linjestykkerne. Skæ-

ringspunkterne mellem linjestykkerne og cirklen er 

hjørnerne i den regulære femkant.   

 

Vi ønsker at bestemme koordinaterne til hjørnerne i fem-

kanten. Hertil husker vi, hvordan sinus og cosinus er de-

fineret via enhedscirklen. Hvis vi har at gøre med en cir-

kel med radius r, bliver punkternes koordinater på formen 

 cos( ), sin( )r v r v   

a) Benyt formlen til at bestemme koordinatsættene for 

hjørnerne i femkanten med radius lig med 5.  

b) Bestem sidelængden 1 2P P  i femkanten.  

c) Bestem længden af det linjestykke fra 1P  til 3P , som 

er vist med grønt på figuren til højre. 

d) Undersøg, om det kan passe, at forholdet  

1 3

1 2

P P

PP
 

 angiver det gyldne snit 1,6180339887...   

e) Konstruér femkanten i GeoGebra efter den metode, 

som er beskrevet ovenfor:   

1. Tegn et linjestykke fra punktet (0,0) til (5,0) i koordinatsystemet.  

2. Vælg værktøjet Drej om punkt og klik først på linjen og derefter på punktet (0,0). En boks 

popper op, hvori man skriver vinklen 72°. Derved vil linjestykket blive drejet 72° om (0,0). 

3. Gentag punkt 2 på det nyeste linjestykke, indtil der er tegnet fem linjestykker ud fra (0,0).  

4. Vælg værktøjet Cirkel ud fra centrum og radius og klik på punktet i (0,0). I popup-vinduet 

skrives 5 for radius.  

5. Vælg værktøjet Polygon og klik i rækkefølge på hvert at hjørnerne på cirklen. Husk at slutte 

af med at klikke på det første igen.  

6. Benyt værktøjet Længde til at måle længderne af linjestykkerne omtalt i b) og c).   

7. Slut af med at dividere de to længder. Giver det decimalrækken i det gyldne snit?  

P1

r

P2

P3

P4

72°

x

y

cos(v)
v

sin )(v
Pv

P1

P2

P3

P4
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Opgave X6 

En dygtig gør-det-selv ingeniør ønsker at konstruere 

sin egen varmluftsballon. Den skal bestå af et kugle-

afsnit og en keglestub. For at der ikke skal opstå store 

trækkræfter i ballonmaterialet er det vigtigt, at kug-

len går tangentielt over i keglestubben. På tværsnits-

tegningen herunder betyder det, at linjen gennem 0P  

og 1P  skal være tangent til cirklen i sammenføjnings-

punktet 0P . Retningspunktet for en vinkel v i en en-

hedscirkel har koordinaterne  cos( ),sin( )v v . Derfor 

må 0P , som ligger på en cirkel med radius R, have 

koordinaterne  cos( ), sin( )R v R v  . Her er R radius 

i kugleafsnittet. Vi indfører desuden radius r, som er 

radius i den cirkulære åbning nederst på ballonen. 

Det er her brænderen skal sidde.  

 

 
 

I det følgende er tre størrelser kendte: 8, 0,8 og 60R r v    . Her er alle længder un-

derforstået målt i meter.  

a) Længden H af ballonen ønskes bestemt. Hjælp: Bestem først hældningen a af radius 

0OP . Benyt sætning 13 om ortogonale linjer til at bestemme hældningen c af tangen-

ten m gennem 0P  og 1P . Bestem derefter tangentens ligning via sætning 3. Første-

koordinaten for punktet 1P  kan endelig bestemmes ved at løse en ligning … 

 

Man kan udlede følgende formel for ballonens længde, givet værdierne af R, r og v:  

 sin( ) tan( ) cos( ) 1 tan( )H R v v v r v        

b) I det følgende skal ballonen konstrueres i GeoGebra på en måde, så der indføres sky-

dere for hver af de variable R, r og v. Det vil betyde, at man kan ændre på ballonens 

form. Når konstruktionen er færdig, kan man se effekten ved at rykke med skyderne. 
  

R

H

Rcos( )v

Rsin( )v

O

P0

P1

r
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GeoGebra: 

1. Vælg værktøjet Skyder og klik et sted øverst på tegnefladen. Den gives navnet R. Den skal gå fra 

min 0 til maks 10. Afslut med OK. 

2. Indtast i inputlinjen O(0,0) og afslut med Enter. 

3. Skriv i inputlinjen: cirkel[O,R]. Afslut med Enter.  

4. Værktøjet Skyder vælges, og der klikkes i tegnefladen. Her gives skyderen navnet v, og radioknap-

pen Vinkel vælges. Sæt min til 0° og maks til 90°. Afslut med OK. 

5. Indtast i inputlinjen: P=(R*cos(v),R*sin(v)), efterfuldt af Enter. 

6. Vælg værktøjet Tangent og klik først på punktet P og derefter på cirklen. 

7. Værktøjet Skyder vælges, og der klikkes i tegnefladen. Her gives skyderen navnet r. Sæt min til 0, 

maks til 5 og Tilvækst til 0.1. Afslut med OK. 

8. Indtast i inputlinjen: y=r, efterfulgt af Enter (en vandret linje tegnes). 

9. Vælg Skæringsværktøjet og klik først på tangenten og derefter på den vandrette linje fra punkt 8. 

Punktet får navnet A. 

10. Vælg værktøjet Spejl i linje og klik først på punktet P og derefter på x-aksen. Punktet P′ fremkommer 

som spejlbilledet af P i x-aksen. Gør det samme med punktet A. 

11. Vælg værktøjet Cirkeludsnit og klik på O, P og P′ i nævnte rækkefølge. Det giver cirkeludsnittet fra 

P til P′ i positiv omløbsretning, og giver en farvning. 

12. Vælg værktøjet Polygon og klik på følgende punkter i nævnte rækkefølge: P, A, A', P', O, P. Dermed 

er også den nederste del af ballonen udfyldt. 

 

 

Opgave X7 

I appendiks A studerede vi Midtpunktsformlen i sætning A1. I denne opgave skal denne 

sætning generaliseres til følgende: 

Givet punkterne 1 1( , )P x y  og 2 2( , )Q x y  og t et tal, som opfyl-

der 0 1t  . Da vil det punkt ( , )R RR x y , som ligger på linje-

stykket mellem P og Q, og som deler linjestykket i forholdet 

: (1 )t t  regnet fra P, have koordinaterne 

1 2

1 2

(1 )

(1 )

R

R

x t x t x

y t y t y

    

    
 

På figuren står L for længden af linjestykket PQ.  

a) Benyt formlen på punkterne (1,1)P  og (12,7)Q  til at bestemme koordinatsættet for 

det punkt R, som ligger på linjestykket mellem P og Q, så afstanden til P er 1/3 af 

hele afstanden fra P til Q. Altså benyt 1
3t  .    

b) (svær). Bevis sætningen ved at kigge på 

ensvinklede trekanter. Husk også at se på 

specialtilfældene, hvor P og Q enten lig-

ger på en lodret eller en vandret linje.  

 

 

 

 

 

 

(1− )t L

P

Q

R

x1

x

y

y2

xRxR x2

y1
tL

(1− )t L

R x( , ) R Ry

Q x( , ) 2 2y

yR
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Opgave X8* 

I opgave X4 blev der givet et analytisk udtryk for medianernes skæringspunkt i en vilkår-

lig trekant, givet hjørnernes koordinater 1 1( , )P x y , 2 2( , )Q x y  og 3 3( , )R x y : 

1 2 3 1 2 3,
3 3

x x x y y y
G

    
 
 

 

I denne opgave ledes man til et bevis for denne sætning. Faktisk skal vi samtidig bevise 

en anden smuk egenskab, nemlig at to vilkårlige medianer skærer og deler hinanden, så 

afstanden fra vinkelspidsen til skæringspunktet er dobbelt så stor som afstanden fra skæ-

ringspunktet til sidens midtpunkt. Vis først at: 

1 2 3 1 2 3 2 3 2 31 2 1 2
1 13 3 3 3

, ,
3 3 2 2

x x x y y y x x y y
x y

                        
      

 

Lad M være midtpunktet på siden QR. Argumenter for, at udtrykket på højre side kan 

fortolkes som det punkt på medianen fra P til M, som befinder sig 2/3 af vejen fra P til 

M. Hjælp: Benyt sætningen i opgave X7 med 2
3t  . Slut af med at bruge symmetrien, så 

fortolkningen gælder alle medianer i trekanten. G må dermed være skæringspunktet.  

 

 

Opgave X9 

En kabelbane skal transportere passager fra en bjergstation til en dalstation. I et plant 

koordinatsystem har bjergstationen koordinaterne (15,84)P  og dalstationen har koordi-

naterne (152,16)Q . Koordinaterne er underforstået regnet i meter.  

 

y-koordinaten er højden i forhold til havniveau. Af sikkerhedshensyn opsættes en støtte-

pylon præcis midtvejs mellem stationerne. Kablet regnes som en ret linje mellem P og Q.  

a) Beregn koordinaterne til pylonens øverste punkt, som ligger midt mellem P og Q. 

b) Beregn kablets længde.   

c) Tegn situationen i GeoGebra og kontroller dine beregninger fra a) og b).  
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