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1. Historisk indledning

Vi ved, at det var greekerne, som for alvor udviklede geometrien flere drhundreder for
vores tidsregning. Deres geometri var hovedsageligt baseret pa konstruktioner og logiske
beviser. I 1600-tallet begyndte europaiske matematikere imidlertid at betragte geometri-
en pa en ny mide. Man begyndte at algebraisere geometrien, s geometriske objekter
kunne beskrives ved ligninger. De ubekendte blev opfattet som leengder af bestemte linje-
stykker. To af de vigtigste pionerer pa omradet var de franske matematikere René Descar-
tes (1601-1665) og Pierre de Fermat (1596-1650), som uathangigt af hinanden udviklede
metoder til at beskrive geometriske objekter ved hjelp af ligninger. I de felgende artier
og drhundreder blev disse idéer videreudviklet. Man indferte koordinatsystemet i planen,
sd punkter kunne angives ved koordinatpar (x, y). Geometriske objekter kunne herefter
opfattes som mengder af punkter, der opfyldte bestemte ligninger. Disse idéer blev vi-
dereudviklet til det, vi i dag kalder analytisk geometri.

René Descartes (1596-1650) Pierre de Fermat (1601-1665)

2. Linjer

Vi springer straks til den moderne fremstilling af den analytiske geometri. Vi har tidligere
talt om funktioner, herunder lineere funktioner pa formen f(x)=a-x+b,hvora ogb er
konstanter. Grafen for en sddan funktion er en linje. I den analytiske geometri arbejder vi
dog ikke bare med geometriske objekter, som er grafer for funktioner, men med punkt-
mangder, som opfylder en ligning. Som et eksempel kan navnes

(1) M = {(x,y)eRz‘y:a-x+b}

som kan laeses: M er mangden af punkter (x,y) i planen, som tilfredsstiller ligningen
y=a-x+b.Vivil dog normalt ikke vaere s& formelle, men bare omtale y=a-x+b som
en linje. Her er a linjens heeldningskoefficient og b dens konstantled.
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Man kan ogsa reprasentere lodrette linjer. En lodret linje, som for eksempel gér igennem
punktet (3,0), vil sdledes have ligningen x =3. Denne linje er vist pa figuren nedenfor
til hejre, mens figuren nedenfor til venstre viser linjen med ligning y =1 x+3.

y y
A A
8 8
6 6
4 4

Fa¥ | - Fa¥ | .
2 2 4 6 g » X 2 2 4 6 s Y
2 2
y=1x+3 x=3

I ovrigt kan en lodret linje ikke fremkomme som grafen for en funktion, da funktioner
ikke tillader, at der er flere y-vardier til hver x-vaerdi. I dette tilfaelde er der uendeligt
mange y-verdier til x-verdien 3.

Den folgende bemerkning er medtaget for fuldstendighedens skyld, men er ikke nedven-
dig for det efterfolgende stof og kan dermed springes over.

Bemaerkning 1 (En generel ligning for en linje)

Det kan virke utilfredsstillende, at man skal dele op 1 to tilfelde (lodret eller ikke-
lodret linje) for at kunne angive en ligning for en generel linje. Der findes imidlertid
en fzlles ligningsform, som indeholder begge, nemlig folgende:

(2) a-x+b-y+c=0

hvor a, b og c er konstanter med (a,b) # (0,0) . For det forste kan enhver ligning pa
formen (2) omskrives til en af de to former ovenfor: Hvis b =0 (og dermed a # 0, da
(a,b) # (0,0)) reducerer (2) til den lodrette linje x=—¢. Hvis derimod b # 0 kan
(2) omskrives til linjen y =-4 x— ¢, . Omvendt kan en lodret linje p& formen x =k
fds fremmed a=1, b=0 og ¢ =—k, og en linje pd formen y =d - x+e kan fs frem
med a =—d, b=1 og ¢ =—e. Detaljerne overlades til leeseren. En ligning pa formen
(2) vil ofte vaere den foretrukne, hvis den analytiske geometri tager udgangspunkt i
vektorregning.

En linje er bestemt entydigt ud fra to punkter pa linjen. Vi har allerede set en lignende
setning i forbindelse med lineare funktioner.
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Seetning 2 (To punkter pa en linje)
Lad (x;,y,) og (x,,y,) vare to forskellige punkter pa en ikke-lodret linje. Da er lin-

jens ligning givet ved y =a-x+b, hvor

(3) a:u’ b=y —a-x
X =X

Bevis: Da punkterne ligger pa linjen, opfylder de ligningen, altsa:

=a-x,+b
) Yy =a-x

yi=a-x+b

Hyvis vi treekker de to ligninger fra hinanden, fas:

Vo=V = (a-x2+b)—(a-xl+b)

=a-x,+b—a-x,—b

(5) 2 1
=a-x,—a-x
= a-(x,—x)

Vi kan isolere a i ligningen (5):

(6) Y=y =a-(-x) & a-= BoAh

Xy =X

Konstantleddet b fas ved at isolere b i den anden formel i (4):

(7) y=ax+b & b=y —a-x

En anden mulighed er at heldningskoefficienten a er kendt og kun ét punkt:

Seetning 3 (Punkt-haldningsformen for en linje)

Lad (x;,y,) vare et punkt pa en linje, og lad linjens haldningskoefficient vaere a. Da
er linjen givet ved ligningen:

®) y=a-(x=x)+y,

Bevis: Strukturen i beviset ligner den i beviset for s@tning 2. Ferst skriver vi ligningen
for linjen, hvorefter vi udnytter, at punktet (x;,y,) opfylder ligningen:

y=a-x+b

©)

yy=a-x+b

Herefter traekker vi de to ligninger fra hinanden:
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Y=y = (a-x+b)—(a-xl+b)
(10) =a-x+b-a-x—-b
=a-x—a-x
= a-(x—x)
hvorefter vi har:
(1T) y=-y=a(x-x) < y=a(x—x)+y

hvorved det onskede er bevist.

O
Eksempel 4 y
Bestem en ligning for den linje, som gér igennem I
punkterne (-2,1) og (2,7).
Losning: Vi benytter saetning 2:
a = Yo~ N — 7-1 :§:1’5
X, — X 2-(-2) 4 1]
b=y —a-x =1-1,5(=2) = 143 = 4 / ] " *
Dermed har linjen ligningen y=1,5x+4.
y
Eksempel 5
Bestem en ligning for den linje, som géir igennem 1
punkterne (2,1) og (2,6).
Losning: Vi ser, at punkterne har samme x-koordinat,
nemlig 2. Dermed er der tale om en lodret linje, som 1' *
vi straks konkluderer har ligningen x=2. ] " X
Eksempel 6 y

Bestem en ligning for den linje, som har haldningen
0,5 og gar igennem punktet (4,5).

Losning: Vi benytter saetning 3: 0.5

y=ax-x)+y =05 (x-4)+5
=05x—-2+5 = 0,5x+3

Dermed har linjen ligningen y =0,5x+3.
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3. Vinkler

Vi har i afsnit 2 omtalt heeldningskoefficienten for en ikke-lodret linje. Det vil derfor vaere
naturligt ogsa at kunne oversette haldning til en konkret vinkel malt i grader.

Definition 7

Den sakaldte hceldningsvinkel for en ikke-lodret linje defineres som linjens spidse
vinkel 1 forhold til x-aksen, regnet med fortegn.

De tre interessante tilfaelde (positiv heldning, negativ heldning og haldning 0) er illu-
streret pa figuren herunder. Heldningsvinklen ligger altsa i intervallet ]—90°,90° .

y y y
A A A

/#x \ 20 > x > x
pd \<

Seetning 8 (Formel for heldningsvinkel)

Heldningsvinklen v for en ikke-lodret linje y =a-x+5b kan bestemmes af:

(12) a=tan(v) < v=tan '(a)

Bevis: Hvis a er positiv, er vi i situationen pa figur 1 herunder. Vi ved at en x-tilvaekst pa
1 giver en y-tilvekst pd a. I den gronne retvinklede trekant har vi:

mod a
13 t = = =
(13) an(v) o~ "

= da

% Figur 1 y Figur 2
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Hvis a er negativ, er vi i situationen pé figur 2. Da bade haldningskoefficienten og heeld-
ningsvinklen er negative her, har vi indfert et minus, sd vi kan regne med en positiv leng-
de og en positiv vinkel i den retvinklede trekant:

mod  -—a

(14) tan(—v) = tos - 1 =—-a < —-tan(v)=—-a < tan(v)=a

hvor det er udnyttet, at der generelt gaelder tan(—v) = —tan(v). Vi far altsa igen (12).

Til slut skal det bemerkes, at tangensfunktionen i intervallet ]—90°,90°[ har en invers
funktion kaldet tan™', hvilket betyder, at v =tan'(a).

Seetning 9 (Vinkel mellem to linjer)

Vinklen v mellem to linjer y =a,-x+b, og y=a,-x+b, er givet ved:

(15) v = [tan ' (q,)—tan'(a,)

Bevis: Overlades til leseren. o

Eksempel 10
Lad der vaere givet to linjer:

[ y=3x-2
m: y=—x+5

a) Bestem den vinkel, som linjen / danner
med x-aksen.
b) Bestem den spidse vinkel mellem lin-

v
o=

jerne [ og m.

Losning:
a) Ifelge setning 8 har vi folgende haeldningsvinkel for / :
v=tan'(a)=tan"'(3) = 71,6°
Linjen / danner altsa vinklen 71,6° med x-aksen.
b) Ifelge (15) i setning 9 har vi
y = |tan"'(a,) - tan*l(az)\ = ‘tan’l(f%) —tan’l(—l)‘ = |116,6° = 116,6°

Da denne vinkel er stump, fas den spidse vinkel mellem / og m som supplementvink-
len w=180°-116,6°=63,4°.
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Bemaerkning 11 (Vinkel mellem linjer)

Nér der sporges efter vinklen mellem to linjer, vil det vare lige s rigtigt at angive
den stumpe vinkel mellem linjerne som den spidse vinkel mellem linjerne — hvis vink-
len da ikke er 90°. Hvis der specifikt sparges til den spidse vinkel (eller den stumpe
vinkel), og formel (15) giver den modsatte, fas den enskede vinkel ved at traekke fra
180° (supplementvinklen).

Eksempel 12

Bestem en ligning for den linje, som danner vinklen
40° med x-aksen og gér igennem punktet (2,3).

Losning: Vi bruger forst s@tning 8 til at bestemme
linjens heeldningskoefficient:

a = tan(v) = tan(40°) = 0,8391 e | R

Dernzst benytter vi setning 3 for at bestemme lin-

jens ligning:

a-(x—x)+y
0,8391-(x—2)+3
0,8391x—-1,6782+3
0,8391x+1,3218

Y

Altsd er y =0,8391x+1,3218 en ligning for den segte linje.

4. Ortogonale linjer

Vi vil nu undersoge, hvornér to linjer star vinkelret pd hinanden. Sddanne linjer kaldes
ogsa ortogonale. Ortogonale linjer spiller en sarlig rolle i geometrien, fordi den korteste
afstand fra et punkt til en linje bestemmes ved hjalp af en linje, som stdr vinkelret pa den
givne linje. Det skal vi se 1 naste afsnit om afstande. Ogsa ved projektion af et punkt pa
en linje spiller ortogonale linjer en vigtig rolle.

Seetning 13 (Ortogonale linjer)

Lad / og m veare to ikke-lodrette linjer med ligningerne henholdsvis y=a-x+b og
y=c-x+d.Da gelder:

(16) [ og m er ortogonale < a-c=-1 < c:—l
a
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Bevis: Antag forst at / og m er ortogonale. Da er det indlysende, at de to linjers haeldnings-
koefficienter a og ¢ mé have forskellige fortegn. Vi kan uden indskreenkning antage, at a
er positiv og ¢ er negativ. Pa figuren nedenfor har vi kaldt linjernes skaringspunkt for 4.
Fra punktet 4 gér vi én enhed mod hgjre og far punktet C. En lodret linje tegnes igennem
C til skaering med linjerne / og m 1 henholdsvis punkterne B og D. Dette er vist pa figuren
herunder. Da ¢ <0 er afstanden mellem C og D lig med —c.

Lad os sa&tte v=2ZCAB . Som vi ser pd figuren, kan vi under antagelsen om at / og m er
ortogonale argumentere for, at de to retvinklede trekanter ABC og DAC er ensvinklede.
P& den nederste del af figuren har vi sat de to trekanter over for hinanden, sa de ligger pa
samme made — efter at trekant DAC er drejet 90° med uret. Ved at kigge pé ensliggende
sider ser vi, at forsterrelsesfaktoren fra den venstre til den hgjre trekant er k =1/a. Ved
at kigge pa de ensliggende sider AC og DC far vi:

1
(17) kil=—c < k=—c & —=-c & a-c=-1.

a
hvorved s@tningen er bevist fra venstre mod hegjre. Argumentet kan ogsd vendes om:
Antag at a-c =—1. Da er de to trekanter nederst en skalering af hinanden, hvorfor de mé
vaere ensvinklede. Herefter vises det nemt, at de to linjer er ortogonale. Detaljerne over-
lades til leseren. Hermed er sa@tningen bevist.

y

A

A
B
1
a
-
A 1 C D — C
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Eksempel 14

Betragt linjerne / og m med ligningerne henholdsvis y =—2x+17 og y=1,5x—4. Afger
om linjerne er ortogonale.

Losning: a-c=-%-1,5=—1.Ifolge seetning 13 er linjerne derfor ortogonale.

Eksempel 15

To linjer / og m gér begge igennem punktet (—1,4). Derudover er / parallel med linjen
y =2x+1, mens m er ortogonal pd samme linje. Bestem en ligning for / og m.

Losning:
Linjen/:  Parallelle linjer har samme haldningskoefficient. Derfor er heldningen af /
lig med 2. Vi kan derefter bruge s@tning 3:

y = a-(x—x)+y
2-(x—(-1)+4
2-(x+1)+4
=2x+2+4

= 2x+6

Altsd er y =2x+6 en ligning for linjen /.

Linjen m :  Forst bruger vi setning 13 til at bestemme haldningen for linjen m :

1 1 1
ac=-1< c=—— 884 ¢c=—-——=——
a a 2

hvorefter vi kan anvende s&tning 3 til at udregne en ligning:

y =a-(x—x)+y
-0,5-(x—(-1)+4
-0,5-(x+1)+4
-0,5x-0,5+4
—-0,5x+3,5

Altsa er y =-0,5x+3,5 en ligning for linjen m.
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5. Afstande

I dette afsnit skal vi udlede og anvende formler for afstanden mellem to punkter og afstan-
den mellem et punkt og en linje.

Seetning 16 (Afstand punkt-punkt)
Afstanden mellem de to punkter P(x,,y,) og O(x,,y,) er folgende:

(18) |PQ| = \/(xz_x1)2+(J72_J/1)2

Bevis: Afstanden d mellem de to punkter er lig med lengden af linjestykket mellem de to
punkter P og Q. Vikan tegne en retvinklet trekant, som vist pa figuren. Den lodrette katete

har leengden | ¥, —¥|, og den vandrette katete har leengden |x2 - x1| . Grunden til at der er
anbragt et numerisktegn om y, —y, og x, —x, er, at vi generelt ikke kan vide, hvilken af

storrelserne 1 differensen, der er storst. Pythagoras’ s@tning giver nu umiddelbart:

d* = |x2—x1|2+ |y2—y1|2 & d= \/(xz—x1)2+(y2—%)2

Dette bekraefter formel (18). Bemaerk, at numerisktegnene bliver unedvendige, ndr der
kvadreres.

»
»

P(x,,y,)

| V=]

* O(x;,),)

|26, = 2|

> X

Formel (18) holder ogsa i de to specialtilfeelde, hvor de to punkter ligger pa en lodret eller
vandret linje eller er sammenfaldende. Dette ses let ved indsattelse 1 formel (18).

Eksempel 17 y

»
>

Bestem afstanden mellem de to punkter
P(-3,5) og Q(6,1). p
Losning: Vi benytter formel (18):

|PQ| - \/(xz —x)’ +(n—-n)

J6—-(=3)7 +(5-1)’ 1 RN
9,85
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Definition 18

Afstanden d fra et punkt P til en linje / er defineret som
den korteste afstand, et punkt pa linjen har til P. Det kan
vises, at punktet pa linjen er det punkt O, som opfylder, at
PQ star vinkelret pa /.

Seetning 19 (Afstand punkt-linje: Dist-formlen)

Afstanden fra et punkt P(x,,y,) til en ikke-lodret linje / med ligning y =a-x+b er
givet ved formlen:
B |a-x1 +b—y1|

(19) dist(P,1) = v
a +

Bevis: Hvis P ligger pd /, er afstanden 0, og formlen er oplagt opfyldt. Vi antager derfor,
at P ikke ligger pa /. Vi antager forst, at a # 0, s vi ikke har at gere med en vandret linje.
P& figuren nedenfor er indtegnet punktet P og linjen /. Den lodrette linje gennem P skeerer
linjen / 1 et punkt 4. Andenkoordinaten til 4 fis ved at inds&tte x; i ligningen for /. Det
giver a-x, +b . Desuden er indtegnet “fodpunktet” C, som er det punkt pé /, som er taettest
pa P. Vi har dermed en retvinklet trekant PAC. Vinklen PAC betegner vi med v.

Pé figuren er desuden indtegnet en anden retvinklet trekant DEF: Vi ved, at en x-tilvakst
pa 1 giver en y-tilvaekst pd a. For at inkludere tilfzeldet, hvor a métte vaere negativ, satter
vi numeriske tegn om a, sa vi kan sige, at siden £F har l&engden |a| .

Vi

a-x,+b
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Vi ved fra geometrien, at nar to parallelle linjer skares af en tred-

je linje, sa er indre vinkler ens (se figuren til hgjre). I vores situa- g

tion kan vi forestille os to lodrette linjer (som specielt er paral- >/<
lelle) gennem punkterne 4 og F. Den skarende linje er /. Dette %

godtger, at vinklen DFE ma vere lig med vinkel PAC, som har

storrelsen v. De indre vinkler er ens

De to trekanter PAC og DEF er ensvinklede, da de begge er retvinklede og desuden har
en vinkel med sterrelsen v. Man kan bruge denne egenskab til at vise formlen for distan-
cen d. Vi vil dog gé en lidt anden vej ved at udregne sinus til v i begge trekanter:

APAC: sin(v) = mod = 4
hyp |AP|
(20) d .
ADEF : sin(v) = me .
hyp  |DF|
Vi har desuden
(21) |4P| = |a-x,+b-y| og |DF|=+a’+1

hvor den sidste ligning fis ved at bruge Pythagoras’ s@tning pA ADEF . Ved at indsette
udtrykkene fra (21) 1 (20) fas:

T R T T
|4P|  |DF| a-x+b-y] a2 +1 Va® +1

hvorved formel (19) er vist. Formlen (19) ses nemt at vere opfyldt for specialtilfaeldet
med a =0. Detaljerne overlades til leeseren.

Eksempel 20

Sennen til en gdrdmand har med en 8 meter lang snor tejret sin lidt bidske hund til en pzl
pé grunden. Hvis vi leegger et koordinatsystem ind i1 det ene hjerne af den rektangulaere
grund, som vist nederst til venstre pa figuren pa naste side, kan palens position angives
ved punktet P(6,11), hvor koordinatsattets tal er malt i meter. Girdmanden, som befin-
der sig i punktet A(5,2), skal over til sin traktor, som befinder sig i punktet B(20,9).

a) Beregn om gardmanden er i sikker afstand fra hunden, nér han star i punktet 4.
Gardmanden har i sinde at g den lige vej fra 4 over mod B, hvor traktoren er.

b) Spergsmaélet er, om hunden kan na gardmanden pa vej over til traktoren?

Losning: a) Vi benytter forst afstandsformlen (18):

1PA| = J(x, = x)2 + (3, = 1)* = (6=3) +(11-2)> = 9,06

Da |PA| > 8, kan hunden altsa ikke nd gdrdmanden i startpositionen 4.
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b) For at besvare spergsmalet, far vi brug for en ligning for den linje /, som gér igennem
punkterne 4 og B. Forst bestemmer vi haldningskoefficienten

a=2270 972 T 4667

Xx,—-x,  20-5 15

hvorefter vi bruger formlen (8) fra satning 3 til at bestemme en ligning for linjen /:
y=a((x-x)+y = 04667 -(x-5)+2 = 0,4667x-0,3333

Vi ser, at det er muligt for hunden at nd gdrdmanden, hvis afstanden fra peleni P(6,11)
til linjen / er mindre end 8 meter! Vi bruger Dist-formlen fra satning 19:
_ax +b-y 0,4667-6—0,3333—11|

dist(P,1) = = = 7,73
(#) Ja? +1 J0,46672 +1

Vi ser, at det er muligt for hunden at nd gdrdmanden pa turen over til traktoren.
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6. Cirkler

Vi gér nu videre til et andet centralt geometrisk objekt, nemlig cirklen.

Setning 21 (Cirklens ligning)

En ligning for cirklen med radius  og centrum 1 punktet C(a,b) er:

(23) (x—a)*+(y-b)* =+*

Bevis: Cirklen er karakteriseret ved, at den netop bestér af de punkter P(x,y), som har
afstanden r til centrum C(a,b). Derfor bruger vi afstandsformlen mellem to punkter:

(24) r=Jx—al+(r-b’ < r=(x—a)+(y-by

Hvorved det enskede er vist.

»
>

Eksempel 22
Bestem en ligning for den cirkel, som har centrum

i C(3,-2) og har radius 4. t /—\

Losning: Vi satter 1 formel (23):

(x=3)’+(y—(-2))* =4
o (x=3)+(y+2)7 =16

Eksempel 23

> <

En cirkel har ligningen (x +3)* +(y—2)* =25.
Bestem radius og centrum for cirklen.

Losning: Opgaven er 1 princippet nem, for vi skal
blot sammenligne med cirklens ligning 1 s@tning
21: (x—a)* +(y—b)* =r*. Man skal dog passe
p4, fordi der stir et minus foran a og b. Derfor er
a=-3,b=2 og r=+/25=5. Der er altsé tale
om en cirkel med centrum i C(-3,2) og radius 5.

Vi er nu klar til et vigtigt eksempel med en fangent til en cirkel. Idéen er her at udnytte,
at en tangent til en cirkel altid star vinkelret pa radius 1 reringspunktet. Det betyder typisk,
at vi skal udnytte setning 13 om haldningskoefficienter for ortogonale linjer.
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Eksempel 24

En cirkel har centrum i C(1,2) og gar igennem punktet P(4,4).

a) Bestem en ligning for cirklen.
b) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i P(4,4).
Losning:
a) Vi har centrum men ikke radius 7 i cirklen. Den findes som afstanden |CP| :
= |CP| = =% +(n—3)° = J@G=1)? +(4-2)* = J13 = 3,6056
Ligningen for linjen fés herefter ved at indsette a =1, b=2 og r= J13i (23):
2
(x=1)%+(y-2)* :(JB) o (=) +(y-2)%=13

som er cirklens ligning.

b) Vi har et punkt pé tangenten, nemlig P(4,4), men mangler haldningskoefficienten.

For at fa den, skal vi ferst bestemme haldningen af linjestykket CP.
_ NN 4-2 2

a = = = —

X, —X 4-1 3

Herefter kan vi via s@tning 13 om ortogonale linjer bestemme haldningen ¢ af tan-
genten: a-c=-1 < c=-1/a:
1 3
C=——=—?=——=—1,5
a 3 2
Herefter kan s@tning 3 benyttes til at bestemme en ligning for tangenten:
y=c-(x=x)+y, = -1,5-(x-4)+4 = -1,5x+6+4 = -1,5x+10

Tangens ligning er altsd y =—-1,5x+10.
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Kvadratkomplettering

Resultatet af eksempel 22 var:
Kvadratsetninger:
(25) (x=3)+(y+2)* =16
(a+b)* =a* +b*+2ab

Man kunne overveje at udregne parenteserne ved hjelp af (a—b)? = a® +b* —2ab

kvadratsaetningerne. Det ville fore til folgende ligning:

(26)
x* 432 -23x+12+22+2:2y=16 & x*+9-6x+)y>+4+4y=16
& xT—6bx+y +4y-3=0
Den sidste ligning i (26) er &kvivalent med den oprindelige ligning i (25). Hvis man som

1 eksempel 22 skal angive en ligning for en cirkel, er det normalt mest hensigtsmassigt at
stoppe ved formen i (25), da centrum og radius her kan aflases direkte.

Alligevel er den alternative form vigtig at kende, fordi man kan mede opgaver, hvor cirk-
lens ligning er givet pa formen i (26), og hvor man derfor skal omskrive ligningen for at
bestemme centrum og radius. Denne teknik kaldes kvadratkomplettering og gar ud pa at
omskrive udtryk til kvadrater. Lad os se et eksempel.

Eksempel 25

En punktmzangde tilfredsstiller ligningen x* +4x + y* —10y —7 = 0. Vis, at der er tale om
en cirkel, og bestem desuden radius og koordinaterne for cirklens centrum.

Losning: 1déen er folgende: Hvis man ser pa de forste to led pd venstre: x* +4x, sa kan
de 4x blive til det dobbelte produkt i en kvadreret parentes. Man tager sé halvdelen af 4,
som giver 2. Et bud er s (x+2)*. Ifelge kvadratsatningerne, si har vi:

(x+2)* = x*+27+2-2x = x> +4x+2°
Vi har altsa fiet 2% for meget med. Derfor konkluderer vi, at x* +4x = (x+2)* -2%. P4
samme made indser vi, at y> =10y = (y—5)> =5%. Alti alt:
x*+4x+)y"-10y-7=0 < (x+2)°-2*+(y-5)"-5"-7=0
(27) & (X422 -4+(y-57-25-7=0
o (x+2)+(y-57=36

Det sidste viser tydeligt, at der er tale om en cirkel med centrum i (-2,5) og radius 6.

Eksempel 26

En cirkel er givet ved ligningen (x —4)> +(y—2)* =41. Vi onsker at afgere, om hver af
punkterne P(8,7), O(-2,4) og R(7,-4) ligger p4, indenfor eller udenfor cirklen.
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Losning: Cirklen har centrum 1 C(4,2) og radius r

»
»

er lig med J41.0Omeet punkt ligger pa, indenfor el-
ler udenfor cirklen afgeres af punktets afstand til
centrum.

Venstresiden i cirklens ligning angiver netop kva- C
dratet af afstanden fra centrum C til punktet (x, y). 11
Derfor er det tilstreekkeligt at indsatte punktets ko- |

ordinater og sammenligne resultatet med 41. Vi be-

regner for hvert punkt:

P: (8-4) +(7-2) =4 +5" =16+25=41
(28) 0: (2-47+(4-2)" =(-6)*+27=36+4=40
R: (1-4) +(-4-2) =3 +(-6)’ =9+36 =45

Af (28) ses, at P ligger pa cirklen, O indenfor cirklen og R udenfor cirklen.

7. Skeeringer

I dette afsnit skal vi studere forskellige typer af skaeringer: Skeringer mellem to linjer, en
linje og en cirkel og to cirkler. Der kan ogsa vare tale om skaringer med koordinatsyste-
mets akser.

Skeering mellem to linjer

For to linjer har vi folgende tre tilfaelde:

1. To ikke parallelle linjer
2. To parallelle linjer, som er sammenfaldende
3. To parallelle linjer, som ikke er ssmmenfaldende

)
/ [ m
m
Tilfeelde 1 Tilfeelde 2 Tilfeelde 3

I tilfeelde 3 er der ingen skaeringer mellem linjerne / og m. I tilfeelde 2 er alle punkter pa
de to linjer skaeringspunkter, altsd uendeligt mange skaringer. Hvad angér det interessan-
te tilfaelde 1 er der praecis ét skeringspunkt. Vi ser vi pa nogle eksempler.
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Eksempel 27

Bestem skeringspunkterne mellem de to linjer med ligninger y =2x—-5 og x=6.

Losning: Den anden linje er her lodret. Det betyder, at opgaven bliver s@rlig enkel, da
man blot kan inds&tte x =6 iden forste ligning.

y=2x-5=2-6-5=7

Linjerne skerer derfor hinanden i punktet (6,7).

Eksempel 28
Bestem skeringspunktet mellem linjerne

[: y=05x+2 og m: y=—1,5x+8.

Losning: Hvis vi s&tter de to udtryk for y lig med
hinanden, fas en ligning med én ubekendt:

05x+2=-15x+8 < 2x=6 < x=3

Denne verdi indsettes i den ene ligning for at fa

y-verdien:

y=0,5x+2=05-3+2=1,5+2=35

Linjerne skerer derfor hinanden 1 punktet (3;3,5).

Eksempel 29 (Projektion af punkt pa linje)
Punktet P onskes projiceret ned pé en linje / med ligning y =3 x+1.

Losning: Idéen er at bestemme en ligning for den linje m, som gar igennem punktet P og
som stér vinkelret pa /. Derefter kan projektionspunktet Q beregnes som skaeringspunktet
mellem linjerne / og m. Heldningen af m findes via se@tning 13:

c:——:——:—%:—l’s

En ligning for m fés via formlen i s@tning 3:
y=c(x—x)+y
= -1,5-(x=-3)+7
= —-1,5x+11,5

Skeringspunktet fas nu pd samme made som i ek- /1

sempel 28. Det giver anledning til projektionspunk- 1
tet 0(4,8462 ; 4,2398) . De nermere detaljer over-
lades til laeseren.
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Bemaerkning 30 (Parallelle linjer)

23

Lad os kort overveje, hvad der sker i tilfeeldet med parallelle linjer. Betragt for eksem-
pel y=2x+3 og y=2x—4.Disse ligninger representerer parallelle linjer, da de har
samme h&ldningskoefficient. De er dog ikke sammenfaldende. Dermed er der ingen
skaeringer. Dette afspejles ved, at ligningen 2x+3=2x—-4 < 3 =-4 ikke har nogen
losninger. Hvis linjerne derimod er sammenfaldende, fx y=2x+3 og y=2x+3, fés

ligningen 2x+3 =2x+3 < 0=0, som er sandt for alle x. Tilsvarende betragtninger

for lodrette linjer af typen x =k overlades til laeseren.

Skaeringer mellem linje og cirkel

Nogle gange har man brug for at besvare, om en linje over-

hovedet skarer en cirkel. Det er der et rigtigt godt varktej

til, nemlig at bruge formlen for afstanden fra et punkt til en

linje. Hvis afstanden fra centrum C'i cirklen til linjen er min-

dre end radius 7, har linjen to skeringspunkter med cirklen

(linjen m). Hvis afstanden er lig med radius, er linjen en tan-

gent til cirklen (linjen ¢), og der er netop ét skeringspunkt.

Hvis afstanden er storre end 7, har linjen ingen skarings-

punkter med cirklen (linjen /). Vi skal se et eksempel:

Eksempel 31

En cirkel har ligningen (x—5)* +(y—3)* =9 og
linjen / har ligningen y =0,5x +4 . Afger om lin-
jen [ skeerer cirklen i 0, 1 eller to punkter.

Losning: Vi benytter Dist-formlen (19):

) a |a-x1+b—y1| 0,5-5+4—4|
dist(C,7) = 7 = \/0,52 —
= 2,24

Da afstanden fra centrum C til linjen / er mindre
end radius » =3, konkluderer vi, at / skeerer cirk-
len i to punkter. o

Eksempel 32

<

»
»

l
/ m

En cirkel har ligningen (x —4)* +(y —4)* =10 og en linje / har ligningen y =2x+1. Be-

stem eventuelle skeringspunkter mellem linjen og cirklen.

Losning: Vi indsatter udtrykket for y fra linjens ligning pa y’s plads i cirklens ligning:
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(x—4)> +((2x+1)-4)* =10 :
(x—4)*+(2x-3)* =10

x2+4% -2-4x+(Q2x)* +3*-2-2x-3=10
x*+16-8x+4x*+9-12x=10

5x%—20x+15=0

x> —4x+3=0

»
~

g ¢ 000

hvor vi har benyttet kvadratsatningerne. I neest- 1
sidste ligning ser vi, at 5 gér op 1 alle led, sa vi

kan reducere ligningen til x> —4x+3=0. Her er

tale om en andengradsligning, som har lesninger-

ne 1 og 3. Indsattes de i linjens ligning, fas de

tilherende y-verdier henholdsvis 3 og 7. Alt 1 alt

giver det skaeringspunkterne (1,3) og (3,7). o

Eksempel 32 viser, at man meget hurtigt kommer ud 1 heftige regninger. Har man et CAS-
vaerktej til rddighed, er det noget nemmere at beregne skaringspunkterne ved at lose de
to oprindelige ligninger med de to ubekendte x og y. Det er imidlertid en vigtig erkendelse,
at skering mellem en linje og en cirkel typisk forer til losning af en 2. gradsligning.

Skeeringer mellem to cirkler

De fleste har nok en fornemmelse af, at der i tilfaeldet med to cirkler ogsa er mulighed for
0, 1 eller 2 skaringspunkter alt efter, om cirklerne slet ikke rerer hinanden, tangerer hi-
nanden i ét punkt eller skerer ind over hinanden. Et CAS-verktej kan selvfolgelig give
eventuelle skaringspunkter straks, men rent teoretisk skal vi se, at skering mellem to
cirkler kan reduceres til at skulle bestemme skaringer mellem en linje og en cirkel.

Eksempel 33

Betragt de to cirkler med ligninger (x—1)* +(y—2)* =10 og (x—=9)* +(y—6)* =50. Vi
onsker at bestemme eventuelle skeringspunkter mellem de to cirkler. Forst omskriver vi
udtrykkene 1 hver af ligningerne ved brug af kvadratsetningerne og reducerer:

(x-D)*+(y-2)*=10 (x—9)2 +(y-6)> =50
& xr+1-2x+y*+4-4y=10 & x*+81-18x+y*+36-12y =50
& X -2x+)y'—-4y=5 & xP—18x+y* —12y=-67

Man ser, at x> og y* figurerer i begge ligninger, sa vi kan fa disse kvadratled til at for-
svinde, hvis vi traekker ligningerne fra hinanden. Det forer til folgende ligning:

(29) 16x+8y=72 < 2x+y=9 & y=-2x+9

Dette er tydeligt ligningen for en linje. P4 figuren nedenfor er de to cirkler tegnet foruden
linjen fra (29) (gren linje). For at fa de sogte skeringspunkter benyttes teknikken fra ek-
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sempel 32 pd en af cirklerne samt linjen fra (29). Detaljerne overlades til leeseren. Man
far 1 ovrigt skeringspunkterne (4,1) og (2,5).

Skeeringer med koordinatakser

Skering med x-aksen svarer til at skeere med linjen y =0, og skering med y-aksen svarer
til at skeere med linjen x =0. S& man skal altsd blot indsatte enten y =0 eller x=0 i
objektets ligning og lase for den anden variabel. Vi ser pa et par eksempler.

Eksempel 34

a) Encirkel er bestemt ved ligningen (x —4)* +(y —3)* =13 . Bestem cirklens skzarings-
punkter med x-aksen.

b) En linje / er givet ved ligningen y =a-x—6, hvor a er en ukendt parameter. Det er
oplyst, at linjen skerer x-aksen i (8,0). Bestem vardien af parameteren a.

Losning:
a) Vi far (x—4)*+(0-3)> =13 ved indsettelse
af y =0 icirklens ligning. Denne ligning redu-

<

cerer til (x—4)* =4. I princippet en 2. grads- L
ligning, men dog en nem en af slagsen. Indhol-
det af parentesen ma vere lig med plus eller

minus kvadratroden af hejresiden. Vi har altsd 1
x—4=12 & x=6 v x=2. De to skerings-
punkter med x-aksen er altsd (2,0) og (6,0).

b) Vi indsatter punktet (8,0) i linjens ligning:
0=a-8-6 < a=6/8=0,75. A
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Appendiks A. Midtpunktsformlen

Vi skal se pé en s&tning, som kan vere nyttig i mange sammenhange.

Seetning A1 (Midtpunktsformlen)
Givet punkterne P(x,,y,) og O(x,,y,). Midtpunktet M pd linjestykket mellem P og

O har da koordinaterne

(30) M X +X% Nt
2 72

Bevis: Midtpunktets koordinater betegner vi M (x,,,y,,). Vi tegner vandrette og lodrette
linjer (stiplede) gennem de tre punkter P, O og M til skering med akserne. Det danner to
retvinklede trekanter vist med lysegren og lyserad farve. De har udover den rette vinkel
ogsd en vinkel v til fzlles. De to retvinklede trekanter er dermed ensvinklede.

y
A
N IP(xl,yl)
77 ——— ; ________________ . M(x,,y,)
R % ——————————————————— p ———————————————— : O(x,,,)
i i i > X
X, X, X,

Da deres hypotenuser er lige store (M ligger midt pd PQ), er trekanterne kongruente, dvs.
alle sider er parvis lige store. Det betyder, at tallet y,, ligger midt mellem tallene y, og
¥,.Med andre ord er y,, gennemsnittet af y, og y,. Tilsvarende fés at x,, er gennem-
snittet af x; og x, . Altsa:

X, +X yty
(31) T

Saetningen gelder ogsd, hvis P og Q ligger pa en lodret eller en vandret linje. Det enkle
bevis herfor overlades til leeseren. o

Eksempel A2
Midtpunktet pé linjestykket mellem P(-2,6) og Q(10,18) har koordinaterne:

XN4X Nt -2+10 6+18 _ 8 24 - (4.12)
2 7 2 2 7 2 272 ’
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Appendiks B. To ligninger med to ubekendte

To (lineare) ligninger med to ubekendte optreder i mange sammenhange. I analytisk
geometri bruges de blandt andet til at bestemme skaringspunkter mellem linjer. Tidligere
har vi set, at man i serlige tilfelde kan satte hgjresiderne lig hinanden. Mere generelt kan
ligningssystemet skrives pd formen:

ax+by = c
(B1) 1 Y 1

a,x+b,y = ¢,

I ligningssystemet er x og y de ubekendte, mens de gvrige symboler er konstanter.

Substitutionsmetoden

Idéen til at lose ligningssystemet er at isolere en af de ubekendte i den ene ligning og
indsette udtrykket i den anden. Herved fés en ligning med kun én ubekendt, som kan
bestemmes. Til slut indsattes verdien i den isolerede ligning for at bestemme den
anden ubekendte.

Eksempel B1
Betragt de to ligninger med to ubekendte:
x=2y = —-12
(B2) g
2x+3y =11

Her er x serlig let at isolere, da koefficienten til x er 1:
(B3) x=2y=-12 & x=2y-12
Dette udtryk for x indsattes i den anden ligning i (B2):
2-2y-12)+3y=11 < 4y-24+3y=11 & 7y=35 & y=5
—

X

hvor vi har isoleret y og fiet y =5. Denne verdi indsettes nu i (B3):
(B4) x=2y-12 =2-5-12 =10-12 = -2

Dermed fés lgsningen (x,y) =(-2,5).0

Eksempel B2
Betragt de to ligninger med to ubekendte:
S5x+2y =4
(B5) d
4x-3y =17

Her valger vi at isolere y 1 den forste ligning:

4—-5x
2

(B6) 5x+2y=4 & 2y=4-5x & y=
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Dette udtryk indsettes pd y’s plads i den anden ligning:

4x—3-(4_5xj:17
2

[
y

& 8x—3-(4-5x)=34
(B7) < 8x—12+15x=34
& 23x=46
& x=ﬁ=2
23

Bemaerk, at vi i linje 2 har ganget begge sider af ligningen med 2 for at fjerne navneren.
Det betyder, at alle led skal ganges med 2.

Verdien af x indsattes nu i udtrykket for y fra (B6):

_4-5x _4-52 _4-10 _ 6 _ .

BS
(B8) Y= 2 2 2

Dermed fés lgsningen (x,y) =(2,-3).

Eksempel B3
Betragt de to ligninger med to ubekendte:
x+2y =4
(B9) d
2x+4y =7

Vi isolerer x i den forste ligning og indsetter udtrykket for x i den anden ligning:

(B10) 24-2y)+4y =7 < 8-4y+4y =7 < 8=7

—
Vi ser, at de ubekendte er vaek. Udsagnet 8 =7 er falsk, sa (B9) har ingen lesninger. Hvis
vii(B9) udskifter 7 med 8, vil (B10) i stedet fore til ligningen 8 =8, hvilket er sandt. Det
betyder, at ligningssystemet har uendeligt mange losninger, nemlig alle punktpar (x,y),
som ligger pé linjen x+2y=4 < y=—}x+2.

I det sidste tilfelde er de to ligninger proportionale.

Bemarkning B4 (Geometrisk fortolkning af ligningssystemer)

Hver ligning i et lineart ligningssystem med to ubekendte beskriver en linje. Antallet
af lesninger bestemmes derfor af linjernes indbyrdes placering. Skarer linjerne hinan-
den, er der praecis €t lasningspar. Er linjerne sammenfaldende, er der uendeligt mange
losninger. Er linjerne parallelle og ikke sammenfaldende, er der ingen lgsninger.
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Opgaver

I opgavesektionen er opgaverne nummereret saledes, at tallet for punktummet angiver det
tilherende afsnit. Opgaver, som vurderes at vere lidt svaerere end de ovrige, er markeret
med en stjerne (*).

Opgave 2.1

Tegn linjerne y =—x+8, y=2x+2 og x=1 i et koordinatsystem.

Opgave 2.2
En linje gér igennem punkterne (3,1) og (4,3) . Bestem en ligning for linjen.

Opgave 2.3
En linje gér igennem punkterne (—1,2) og (5,—1). Bestem en ligning for linjen.

Opgave 2.4
En linje gér igennem punkterne (5,—1) og (5,8). Bestem en ligning for linjen.

Opgave 2.5
I hvert af delspergsmalene nedenfor er der angivet en haldningskoefficient a og et punkt.

Bestem en ligning for den linje, der gar igennem punktet og har den angivne haldning.

a) a=2 og (3,1) b) a=-1 og (5,1) c) a=0,5 og (-3,6).

Opgave 2.6

I hvert af delspergsmalene nedenfor er der angivet en haeldningskoefficient a og et punkt.
Bestem en ligning for den linje, der gér igennem punktet og har den angivne haeldning.

a) a=3og (-2,5) b) a=0,8 og (-2,1) c) a=1,27 og (6,62; —4,38).

Opgave 2.7 4 /

Pé figuren til hejre er der tegnet tre linjer. Angiv en
ligning for hver af dem.
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Opgave 2.8
Underseg om hver af punkterne A(2,3), B(2,1) og C(-2,—-11) ligger pa linjen y =3x-5
eller ej.

Opgave 2.9
Den samme linje kan beskrives ved forskellige ligninger:
3x-2y=6 < 3x-6=2y & y=1,5x-3

Det er den sidste form, vi kender bedst. Problematikken er ogsé beskrevet kort i Bemaerk-
ning 1 side 6. Omskriv nedenstdende ligninger til ligninger pa formen y=a-x+5b.

a) 4x-y=17 b) 3x+2y=8 c) x-3y-5=0

Opgave 2.10
Afger om punkterne A4(2,2), B(4,3) og C(7,5) ligger pa en linje.

Hjeelp: En mulig metode: Bestem forst ligningen for den linje, som gar igennem A og B
og afger ved indsattelse, om C ligger pa linjen.

Opgave 3.1

Bestem haldningsvinklen med fortegn for hver af linjerne herunder.

a) y=2x+7 b) y=-0,5x-5 c) y=0,75x+2,50 d) y=2,4x+6,5

Opgave 3.2

Bestem haldningsvinklen med fortegn for hver af linjerne herunder.

a) y=x-5 b) y=3x+7 «¢) y=5 d) y=10x

Opgave 3.3

Nogle linjer har nedenstaende haldningsvinkler. Bestem linjens tilherende heeldningsko-
efficient a.

a)45° 1)30° c¢) —20° d) —80° e)10,5°

Opgave 3.4

I hvert af delspergsmélene nedenfor er der angivet en haldningsvinkel v og et punkt.
Bestem en ligning for den linje, der gér igennem punktet og har den angivne haeldnings-
vinkel. Hjeelp: Benyt s@tning 3 og saetning 8.

a) v=25° og (4,1) b) v=71,5° og (-3,1) c) v=-36° og (6,1; 12,8).
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Opgave 3.5
Bestem den spidse vinkel mellem linjen y =1,25x+ 0,67 og y-aksen.

Hjeelp: Bestem forst vinklen i forhold til x-aksen.

Opgave 3.6 K
Afles haldningskoefficienterne for de to linjer
pa figuren og brug s@tning 9 til at bestemme den RN
spidse vinkel mellem linjerne.
—
1 -
T > X
1
y

Opgave 3.7 \
Afles heldningskoefficienterne for de to linjer
pa figuren og brug satning 9 til at bestemme
den spidse vinkel mellem linjerne.
1

AN

<

»
»

Opgave 3.8

Aflaes heldningskoefficienterne for de to linjer
pa figuren og brug satning 9 til at bestemme den
spidse vinkel mellem linjerne.

Baa fr ARy

Opgave 3.9

To linjer er givet ved:
[: y=0,38x-2,52
m: y=-121x+4,57

a) Benyt s@tning 9 til at bestemme den spidse vinkel mellem de to linjer.
Nu skal opgaven leses i GeoGebra: (Husk punktum i kommatal!)

b) Tegn de to linjer i GeoGebra ved i inputlinjen at indtaste deres ligninger efterfulgt af
et tryk pa Enter. Af hensyn til navngivningen anbefales det at skrive navnene foran
efterfulgt af kolon, som vist ovenfor.

c) Benyt vaerktejet Vinkel og klik ferst pa den ene linje og derefter pad den anden. Be-
merk, at rekkefolgen ikke er ligegyldig. Far du samme resultat for den spidse vinkel
somia)?
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Opgave 3.10
Besvar spergsmaélene i opgave 3.9 for folgende to linjer:

[:y=02x-0,4 og m:y=14x+3,1

Opgave 3.11

En linje har heldningsvinklen 47° og gér igennem punkter (—8,5) . Bestem en ligning for
linjen. Hjeelp: Benyt satning 9 og setning 3.

Opgave 4.1
Undersag ved hjelp af setning 13, om felgende par af linjer er ortogonale.

a) [:y=02x-24 og m: y=-5x+10
b) [:y=-2x+7 og m: y=—1x+5
¢) [: y=-04x+2,1 0og m: y=2,5x-1,6

d) 1 y=—3x+9 og m: y=3x+1

Opgave 4.2

Afgor om nedenstidende par af linjer er ortogonale eller e;j.
a) y=2x+100g y=—3x+3

b) y=1,5x-3 og y=-0,6x—-12

¢) y=-5x+4o0g y=0,2x-10

d) y=7o0gx=4

Opgave 4.3
Linjerne y=ax+b og y=cx+d er ortogonale. Bestem verdien af ¢ i hvert af neden-
staende tilfelde:

a) a=2, c="? b) a=—7, c=? ¢ a=0,25 c=? d) a=-3, c=?

Opgave 4.4
En linje / gér igennem punktet (2,7) og star vinkelret pa linjen m: y =—-4x+1. Bestem
en ligning for /. Hjeelp: Benyt bade se@tning 13 og sa&tning 3.

Opgave 4.5
En linje / gar igennem punktet (—5,2) og star vinkelret pa linjen m: y = 0,5x —3. Bestem
en ligning for /.
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Opgave 5.1

Bestem afstanden mellem folgende par af punkter:
a) A(3,5) og B(6,10).

b) A(-2,5) og B(3,15).

c) A(4,-7) og B(2,-7)

d) A4(2,35; 7,28) og B(-9,15; 18,66)

Opgave 5.2

Bestem afstanden mellem folgende par af punkt og linje:

a) P@3,1) og y=3x+7.

b) P(4,5) og y=-2x+6.

¢) P(-3,5 og y=0,2x-1

d P23;7,8) og y=2,5x-1,4

e) P(2,8) og y=10

f) P(6,1) og x =8 (Her kan du ikke bruge formlen. Hvad sa?)

Opgave 5.3

En linje / gar igennem punkterne A(—1,—1) og B(3,-7). Bestem afstanden fra punktet
P(5,2) til linjen /.

Opgave 5.4

En linje / gar igennem punkterne A4(2,9) og B(6,—1). Bestem afstanden fra punktet
P(2,—4) til linjen /.

Opgave 5.5%
En linje / har ligningen y =1,5x—4.

a) Bestem koordinatsattene til hvert af de punkter pa x-aksen, som har afstanden 3 til /.
Hjeelp: Opstil ligning og los den med et CAS-vaerktej.

b) Tegn de to punkter samt linjen / 1 GeoGebra.

Opgave 5.6%

En linje / har ligningen y =a-x+5, hvor a er et tal.

a) Bestem a, sa punktet P(6,3) har afstanden 5 til /.
Hjeelp: Der er to lasninger. Opstil ligning og les den med et CAS-varkto;.

b) Tegn punktet P og de to lesningslinjer fra a) i GeoGebra.
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Opgave 5.7*
Et punkt P, som befinder sig pa den lodrette linje x =4, ligger lige langt fra punkterne
A(8,6) og B(5,-2).
a) Bestem koordinatsattet til punktet P.
Hjeelp: Opstil ligning og los den med et CAS-vaerktej.

b) Tegn den lodrette linje og de tre punkter 4, B og P 1 GeoGebra.

Opgave 6.1

Opskriv en ligning pa formen (x—a)* +(y —b)* = r* for hver af de to cirkler herunder:

y y

A

»
»

N

Opgave 6.2
En cirkel har centrum i punktet C(-2,8) og radius » = 6. Bestem en ligning for cirklen.

Opgave 6.3
En cirkel har centrum i punktet C(1,3) ogradius r=5.

a) Bestem en ligning for cirklen.
b) Vis, at punktet P(5,6) ligger pé cirklen.

Opgave 6.4
En cirkel er givet ved ligningen (x+3)* +(y—7)* = 49.

a) Bestem cirklens radius og koordinatsettet til cirklens centrum.
b) Vis, at punktet P(2,12) ligger udenfor cirklen. Hjeelp: Se eksempel 26.

Opgave 6.5
En cirkel er givet ved ligningen (x —4)> +(y—10)> =17.
a) Bestem cirklens radius og koordinatsettet til cirklens centrum.

b) Afger for hver af felgende punkter, om det ligger pa cirklen, indenfor cirklen eller
udenfor cirklen: P(7,13), Q(2,13) og R(3,14). Se eksempel 26.
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Opgave 6.6
En cirkel er givet ved ligningen (x +2)* +(y—35)* =25.

Gang parenteserne ud og reducer for at {4 en alternativ ligning for cirklen.

Opgave 6.7

En cirkel er givet ved ligningen x* —6x+ y* =12y +29=0.

a) Omskriv ligningen til den sedvanlige form (x—a)? +(y—b)> =r* ved at bruge tek-
nikken kvadratkomplettering. Hjeelp: Se eksempel 25.

b) Bestem cirklens radius og koordinatsattet til cirklens centrum.

Opgave 6.8

En cirkel er givet ved ligningen x* +2x+ y* —16y+29=0.

2

a) Omskriv ligningen til den szdvanlige form (x—a)*+(y—b)* =r* ved at bruge tek-

nikken kvadratkomplettering. Hjeelp: Se eksempel 25.
b) Bestem cirklens radius og koordinatsattet til cirklens centrum.

Opgave 6.9
En cirkel har centrum i C(-3,—-12) og gér igennem punktet P(3,—4).

a) Bestem radius i cirklen.
b) Bestem en ligning for cirklen.

Opgave 6.10

En cirkel er givet ved ligningen (x—2)* +(y—5)* =13.

a) Bestem cirklens radius og koordinatsettet til cirklens centrum.
b) Vis at punktet P(5,7) ligger pa cirklen.

c) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i P.
Hjcelp: Benyt metoden i1 eksempel 24b). Figur 1 herunder viser situationen.

y Figur 1 y Figur 2

»
»
»
»
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Opgave 6.11
En cirkel er givet ved ligningen (x —7)* + (y+2)* =17,
a) Bestem cirklens radius og koordinatsettet til cirklens centrum.
b) Vis at punktet P(6,2) ligger pé cirklen.
¢) Bestem en ligning for tangenten til cirklen i P.
Hjeelp: Benyt metoden i eksempel 24b). Figur 2 pé forrige side viser situationen.

y
A

Opgave 6.12
En cirkel har centrum i C(11,14) og har radius 8.

a) Bestem en ligning for cirklen.
Punktet P har koordinatsattet P(6,5).

b) Bestem ved beregning afstanden d fra punktet P til /d
cirklen. Se figuren. P

Opgave 7.1
To linjer / og m er givet ved ligningerne
[ y=2x-11

m: y=—x+7

a) Bestem koordinatsattet til skaeringspunktet mellem / og m ved beregning.

Opgave 7.2
To linjer / og m er givet ved ligningerne
[: y=4x-6
m: y=-10x+1
a) Bestem koordinatsattet til skeeringspunktet mellem / og m ved beregning.

b) Tegn linjerne i GeoGebra og bestem skaringspunktets koordinater ved hjelp af skae-
ringsverktojet.

Opgave 7.3
En cirkel er givet ved ligningen (x +4)* +(y—2)* =25.
a) Bestem cirklens radius og koordinatsettet til cirklens centrum.

b) Bestem koordinatsattet til hvert af cirklens skeringspunkter med y-aksen.
Hjeelp: Alle punkter pa y-aksen har x-koordinat 0.
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Opgave 7.4
En cirkel har ligningen (x +4)* +(y—2)> =25 og en linje [ har ligningen y=0,5x—1.

a) Gor rede for, at linjen ikke skarer cirklen.
Hjcelp: Benyt Dist-formlen fra s@tning 19.

Opgave 7.5
En cirkel har ligningen (x —6)* +(y+1)*> =9 og en linje / har ligningen y=2x-7.

a) Gor rede for, at linjen skarer cirklen i to punkter.
Hjcelp: Benyt Dist-formlen fra s@tning 19.

Opgave 7.6
En cirkel har ligningen (x +1)? +(y+2)> =5 og en linje / har ligningen y =3x+6. Lin-
jen skeerer cirklen i to punkter.

a) Bestem uden hjelpemidler koordinatsattene for de to skaeringspunkter.
Hjeelp: Det forer til en andengradsligning.

Opgave 7.7

En cirkel har ligningen (x —2)* +(y—7)* =16 og en linje  har ligningen y =—0,5x+10.
Linjen skerer cirklen i to punkter.

a) Benyt et CAS-varktej til at bestemme koordinatsattene for de to skaringspunkter.
b) Benyt desuden GeoGebra til at lase opgaven. Hjeelp: Indtast de to ligninger via input-

linjen, hvorved cirklen og linjen vil blive tegnet. Endelig bruges Skeeringsveerktoj til
at bestemme skeringspunkterne.

Opgave 7.8
Givet punktet P(3,4)og linjen /: y =0,5x—2. Lad Q vere projektionspunktet af P pa /.

Bestem koordinatsettet for punktet Q.

Opgave 7.9

Givet punktet P(10,5) og linjen /: y =-5x+27. Lad Q vere projektionspunktet af P pa
linjen /.

a) Bestem koordinatsattet for punktet Q.

Opgave 7.10

Beregn i handen skaeringspunkterne mellem cirklen (x—2)* +(y—4)* =25 og x-aksen.
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Opgave 7.11
Betragt de to cirkler:

Cirkel I: (x=1)*+(y+5)* =17
Cirkel 2: (x—8)* +(y—2)* =45

Los nedenstaende opgaver med CAS-varktej.

a) Bestem koordinatsattene til de to skeeringspunkter mellem Cirkel 1 og Cirkel 2.
b) Cirkel 1 skarer y-aksen i to punkter. Bestem koordinatsattene til hvert af de to skae-
ringspunkter.

Opgave Al

P
Nedenfor er angivet en rekke par af punkter £ og P, . For hvert par skal ! y
koordinatsettet til midtpunktet M pé linjestykket mellem de to punkter \‘\P

2

beregnes ved hjelp af formlen 1 s@tning A1, side 26.

a) B(LD) og B(6,5)

b) R(-3,3) og K(8,-1)

¢) B@GB)7:;49) og B(1,5; -6,2)

d) B(6,5) og P(100,5)

Som kontrol kan man i GeoGebra tegne punkterne og midtpunktet ved hjaelp af vaerktojet
Midtpunkt eller centrum.

Opgave A2

P
Nedenfor er angivet tre par af punkter £ og P, . Beregn for hvert par en ! m

ligning for midtnormalen m til linjestykket AP, .
a) A(,4) og B(4,3)

b) B(-2-1) og A(42)

¢) A4 og K(O.-4)

Som kontrol kan man 1 GeoGebra tegne punkterne og midtnormalerne ved hjalp af vaerk-
tajerne Punkt og Midtnormal.

Opgave Bl
a) Les 1 hinden folgende to ligninger med to ubekendte:
x+3y=1
2x-5y=-9

b) Lesihanden og derefter ogsa med CAS folgende to ligninger med to ubekendte:
3x+2y=1
—Sx+4y=-18
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X-opgaver

Denne sektion indeholder ekstra opgaver, som enten kombinerer metoder fra flere sektio-
ner, tager udgangspunkt i en konkret anvendelse eller har en mere projektagtig karakter.

Opgave X1

Haderslev har udskrevet en arkitektkonkurrence med titlen ”Ger Haderslev smukkere”.
En deltager er arkitektfirmaect CRAZYPEOPLE, som forestiller sig et sidestykke til Lon-
don Eye i Haderslev by. Karrusellen ligger tet op ad en bygning, som ses til venstre pa
figuren nedenfor. Spergsmaélet er, hvor stor en radius karrusellen maksimalt kan have,
uden at den rammer bygningen til venstre. Mél og koordinater fremgéar af figuren — med
undtagelse af de to punkter H(48,32) og K(52,32). Enheden er meter. Centrum for den
cirkulere karrusel er i punktet G. De forste tre delspergsmal enskes lost ved beregning:

a) Bestem, hvor meget gavlen E£D i huset til venstre halder i forhold til vandret.

b) Bestem den maksimalt mulige radius for karrusellen, hvis der enskes en sikkerheds-
afstand pd 2 meter til taget BC.

c) Bestem det punkt pé skrataget BC, som ligger nermest rotationscentrum G.

d) Les desuden opgaven i GeoGebra ved ogsa at tegne karrusel og hus.

y (m)
A
60 1
50 1
40
30 1
D C
20 1
10 1 E
F
0 . . . —> X (M)
0 10 20 80 90 100
Opgave X2

Betragt definition 18 side 15, omhandlende afstand fra punkt til linje. Forklar, hvorfor det
punkt QO pa linjen, som opfylder, at PQ stér vinkelret pa /, er det punkt pa linjen, som har
kortest afstand til P.

Hjeelp: Betragt et vilkarligt andet punkt R pa linjen. Forklar, hvorfor afstanden fra R til P
er storre end afstanden fra Q til P. Taenk pa Pythagoras’ satning.
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Opgave X3

Et byggekonsortium vil konstruere en cirkelformet platform til rekreative formal i et hav-
neomride. Pa figuren nedenfor er den nuvaerende kaj vist med grat (under x-aksen). Fir-
maet har vurderet, at cirklen skal passere igennem de tre punkter 4, B og C angivet pa
figuren. Koordinaterne for de tre punkter fremgér af figuren, hvor enheden er meter.

y(m)
A
40 1
30 A
B
20 1
A
10 1
C
0 ; . ; T » x (M)
10 20 30 40 50 60 70 \ 80 90 100
1 1
i )
1 . :
-10 1 | !
\ |
1 1

a) Benyt GeoGebra til at konstruere cirklen gennem de tre punk-
ter. Hjeelp: Udnyt, at midtnormalen til enhver korde i en cirkel
passerer gennem cirklens centrum.

b) Hvor stor er cirklens radius?

¢) Hvor langt rager platformen ud fra den gré kaj?

Teoretisk set har vi tre ubekendte i cirklens ligning, nemlig a, b og r:
(x—a) +(y-b) =1’

d) (sver) Udnyt koordinaterne til de tre punkter 4, B og C til at opstille tre ligninger
med tre ubekendte og los dem ved hjalp af dit CAS-varktej. Far du de samme ver-
dier for a, b og r, som ved konstruktionen i GeoGebra?

Opgave X4
Det er velkendt, at medianerne i en vilkarlig trekant skarer hinanden

1 ét punkt. Lad P(x,,y,), O(x,,y,) og R(x;,y;) betegne hjernernes
koordinater. En s&tning siger, at medianernes skeringspunkt da er:

G(xl TXHFXG VTt

3 73
Bestem medianerne skaringspunkt for en trekant med hjernerne: R
P(1,2), O(7,-2) og R(9,5). Medianernes skaringspunkt er trekantens tyngdepunkt!
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Opgave X5

En femkant er en polygon med fem hjerner. En femkant kal-
des desuden regulcer, hvis alle dens hjerner ligger pa en cirkel
og alle sider er lige lange. Regulare femkanter forekommer i
mange sammenhange. En almindelig fodbold er syet sammen
af 12 regulere femkanter og 20 regulere sekskanter. Desuden
optraeeder det beromte gyldne snit 1 en reguler femkant. Det

skal vi nu undersoge.

Man kan konstruere en reguler femkant pa en made,
som er antydet pa figuren til hejre: Man starter med et
vandret linjestykke, hvis venstre endepunkt er i origo,
altsé (0,0). Linjestykket drejes herefter fire gange med
vinklen 72° i positiv omlgbsretning om origo. Derefter
tegnes en cirkel med centrum i (0,0) og med en radius,
som hgjst er lig med leengden af linjestykkerne. Skee-
ringspunkterne mellem linjestykkerne og cirklen er
hjernerne i den regulere femkant.

Vi gnsker at bestemme koordinaterne til hjernerne i fem-
kanten. Hertil husker vi, hvordan sinus og cosinus er de-
fineret via enhedscirklen. Hvis vi har at gere med en cir-
kel med radius r, bliver punkternes koordinater pa formen

(r -cos(v), r- sin(v))

a) Benyt formlen til at bestemme koordinatsattene for
hjernerne i1 femkanten med radius lig med 5.
b) Bestem sidelengden |P]Pz| i femkanten.
c) Bestem lengden af det linjestykke fra A til A, som
er vist med gront pa figuren til hejre.
d) Undersgg, om det kan passe, at forholdet
Litd
AP
angiver det gyldne snit ¢ =1,6180339887...
e) Konstruér femkanten i GeoGebra efter den metode,

som er beskrevet ovenfor:

41

R
P3
72° P,
r Lal
P,
P5
y
A
. F,
sin(v)|------- ;
W -
& cos(v) X
A
A
R
P, .
\P‘J\
Ps

1. Tegn et linjestykke fra punktet (0,0) til (5,0) i koordinatsystemet.
2. Veelg veerktegjet Drej om punkt og klik fgrst pa linjen og derefter pa punktet (0,0). En boks

popper op, hvori man skriver vinklen 72°. Derved vil linjestykket blive drejet 72° om (0,0).
3. Gentag punkt 2 pa det nyeste linjestykke, indtil der er tegnet fem linjestykker ud fra (0,0).

4. Veelg veerktojet Cirkel ud fra centrum og radius og klik pa punktet i (0,0). | popup-vinduet

skrives 5 for radius.

5. Veelg veerktgjet Polygon og klik i reekkefglge pa hvert at hjgrnerne pa cirklen. Husk at slutte

af med at klikke pa det farste igen.

6. Benyt veerktgjet Leengde til at male laengderne af linjestykkerne omtalt i b) og c).
7. Slut af med at dividere de to laengder. Giver det decimalraekken i det gyldne snit?
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Opgave X6

En dygtig ger-det-selv ingenier ensker at konstruere
sin egen varmluftsballon. Den skal besté af et kugle-
afsnit og en keglestub. For at der ikke skal opsta store
treekkreefter i ballonmaterialet er det vigtigt, at kug-
len gér tangentielt over 1 keglestubben. P4 tvarsnits-
tegningen herunder betyder det, at linjen gennem £,
og B skal vare tangent til cirklen i sammenfojnings-
punktet F,. Retningspunktet for en vinkel v i en en-
hedscirkel har koordinaterne (cos(v),sin(v)). Derfor

mé F,, som ligger pa en cirkel med radius R, have
koordinaterne (R -cos(v), R- sin(v)) . Her er R radius
1 kugleafsnittet. Vi indferer desuden radius 7, som er

radius i1 den cirkuleere dbning nederst pa ballonen.
Det er her brenderen skal sidde.

»
»

R-sin(v)[~==77"7

v

I det folgende er tre storrelser kendte: R =8, » =0,8 og v=60°. Her er alle leengder un-
derforstdet malt i meter.

a) Langden H af ballonen enskes bestemt. Hjeelp: Bestem forst heldningen a af radius
OF, . Benyt s®tning 13 om ortogonale linjer til at bestemme heldningen c af tangen-
ten m gennem F, og F,. Bestem derefter tangentens ligning via satning 3. Forste-
koordinaten for punktet /A kan endelig bestemmes ved at lose en ligning ...

Man kan udlede folgende formel for ballonens l&engde, givet vaerdierne af R, » og v:
H = R-(sin(v)-tan(v) + cos(v) +1)—r - tan(v)

b) Idet folgende skal ballonen konstrueres i GeoGebra pa en made, sa der indfores sky-
dere for hver af de variable R, r og v. Det vil betyde, at man kan @&ndre pa ballonens
form. Nar konstruktionen er ferdig, kan man se effekten ved at rykke med skyderne.
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GeoGebra:

1.

Veelg vaerktgjet Skyder og klik et sted gverst pa tegnefladen. Den gives navnet R. Den skal ga fra
min O til maks 10. Afslut med OK.

2. Indtastiinputlinjen O(0,0) og afslut med Enter.

3. Skriviinputlinjen: cirkel[O,R]. Afslut med Enter.

4. Veerktgjet Skyder veelges, og der klikkes i tegnefladen. Her gives skyderen navnet v, og radioknap-
pen Vinkel vaelges. Saet min til 0° og maks til 90°. Afslut med OK.

5. Indtastiinputlinjen: P=(R*cos(v),R*sin(v)), efterfuldt af Enter.

6. Veelg veerktejet Tangent og klik farst pa punktet P og derefter pa cirklen.

7. Veerktojet Skyder veelges, og der klikkes i tegnefladen. Her gives skyderen navnet r. Seet min til O,
maks til 5 og Tilvaekst til 0.1. Afslut med OK.

8. Indtast i inputlinjen: y=r, efterfulgt af Enter (en vandret linje tegnes).

9. Veelg Skaeringsveerktagjet og klik farst pa tangenten og derefter pa den vandrette linje fra punkt 8.
Punktet far navnet A.

10. Veelg veerktgjet Spejl i linje og klik farst pa punktet P og derefter pa x-aksen. Punktet P'fremkommer
som spejlbilledet af P i x-aksen. Ger det samme med punktet A.

11. Veelg veerktgjet Cirkeludsnit og klik pa O, P og P'i naevnte reekkefglge. Det giver cirkeludsnittet fra
P til P'i positiv omlgbsretning, og giver en farvning.

12. Veelg veerktajet Polygon og klik pa falgende punkter i naevnte raekkefelge: P, A, A', P, O, P. Dermed
er ogsa den nederste del af ballonen udfyldt.

Opgave X7

I appendiks A studerede vi Midtpunktsformlen i seetning Al. I denne opgave skal denne
setning generaliseres til folgende:

Givet punkterne P(x;,y,) og O(x,,y,) og tet tal, som opfyl-
der 0<¢<1. Davil det punkt R(x,, ), som ligger pa linje-
stykket mellem P og O, og som deler linjestykket i forholdet
t:(1—1t) regnet fra P, have koordinaterne

P& figuren stér L for lengden af linjestykket PQ.

Xr

yp = (A=t)-y +t-y,

(1-2)-x, +t-x,

a) Benyt formlen pa punkterne P(1,1) og Q(12,7) til at bestemme koordinatsettet for
det punkt R, som ligger pé linjestykket mellem P og Q, sa afstanden til P er 1/3 af
hele afstanden fra P til Q. Altsa benyt ¢ = )4 .

b) (sver). Bevis satningen ved at kigge pé Y
ensvinklede trekanter. Husk ogsd at se pa 7 — P50
specialtilfeeldene, hvor P og QO enten lig- ! S Rix..)
ger pa en lodret eller en vandret linje. 4 J;:' ““““ ! o
- __________ D ________________ Q)
5 ‘ . x
X Xg X,
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Opgave X8*

I opgave X4 blev der givet et analytisk udtryk for medianernes skeringspunkt i en vilkér-
lig trekant, givet hjernernes koordinater P(x,,y,), O(x,,y,) 0og R(x;,y;):

Gl At tX Nty +ys
37 3
I denne opgave ledes man til et bevis for denne satning. Faktisk skal vi samtidig bevise
en anden smuk egenskab, nemlig at to vilkdrlige medianer skarer og deler hinanden, sa

afstanden fra vinkelspidsen til skeringspunktet er dobbelt sa stor som afstanden fra skee-
ringspunktet til sidens midtpunkt. Vis forst at:

X txX,+x3 y+y,+y Xy +X Yty
(1 32 3 A 32 3]:[%'x1+%'(22 3],%,yl+%.(%n

Lad M vare midtpunktet pd siden QR. Argumenter for, at udtrykket pd hejre side kan
fortolkes som det punkt pd medianen fra P til M, som befinder sig 2/3 af vejen fra P til
M. Hjeelp: Benyt setningen i opgave X7 med ¢ = % . Slut af med at bruge symmetrien, sé
fortolkningen galder alle medianer i trekanten. G ma dermed veare skaringspunktet.

Opgave X9

En kabelbane skal transportere passager fra en bjergstation til en dalstation. I et plant
koordinatsystem har bjergstationen koordinaterne P(15,84) og dalstationen har koordi-
naterne Q(152,16). Koordinaterne er underforstiet regnet i meter.

y-koordinaten er hgjden i forhold til havniveau. Af sikkerhedshensyn opsattes en stotte-
pylon precis midtvejs mellem stationerne. Kablet regnes som en ret linje mellem P og Q.

a) Beregn koordinaterne til pylonens gverste punkt, som ligger midt mellem P og Q.
b) Beregn kablets leengde.
c) Tegn situationen i GeoGebra og kontroller dine beregninger fra a) og b).
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