Eksponentielle
funktioner

© Erik Vestergaard



2 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

© Erik Vestergaard, november 2019.
www.matematikfysik.dk

Billeder

Forside: ©iStock.com/jekal984

Side 5:  ©iStock.com/micut (Mgnter)

Side 16: ©iStock.com/tomislz (Seismograf)

Side 23: ©iStock.com/Ca-ssis (Bakterier)

Side 27:  ©iStock.com/scyther5 (Indsprgjtning, legemiddel)

Side 29: Samuel Freeman [Public domain], via Wikimedia Commons (John Napier)

Side 39: ©iStock.com/artisteer (Kemiudstyr)
Side 40: ©iStock.com/Mistercheezit (Musik band)

Side **: Malene from da [CC BY-SA 3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/)]
(Grauballemanden)



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 3

Indholdsfortegnelse

1. POtenSer 0Z POLtENSTEZIET........eeiuiieiieiiiiie ettt et ettt et s 5
2. Eksponentielle fUnKtIONET...........ccoiiiiiiiiiciiieciecce ettt 5
3. TitalSIOATTEMEN . ...cuiiiiiiie ettt et e 13
4. Fordoblings og halveringsKonstanter ............cc.cceeeeerieriiienieiiieie e 18
5. Den naturlige eksponential- og logaritmefunktion............ccccceevieiiiniiiiinniiinienes 21
6. Eksponentielle MOdEIIET ..........c.oooviiiiiiiieiieeee et 23
Appendiks A. Lidt om logaritmernes hiStorie .........cceeveeeiiieriiiiiieiieeieeee e 29
Appendiks B. Logaritmisk skala ...........c.coooiiiiiiiiii e 31

OPZAVET ettt ettt et e ettt e s it e e s ab e e e bt e e bt e e s bt e e sbte e s bt e e nabae s 33



© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk




© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 5

1. Potenser og potensregler

Som bekendt betyder 5% at man ganger 5 med sig selv, s& man far: 5° =5-5=25. Man
kan ogsé oplafte til en hgjere potens. Hvis man for eksempel oplefter storrelsen a til n'te
potens, betyder det:

n styk
/_/%

(1) a’ =a-a-...-a

altsa at man ganger @ med sig selv n gange. [ udtrykket " kalder man a for grundtallet
og n for eksponenten. Der gelder folgende potensregler:

Pl  a"-a’=a"" (P4)  (a-b)*=a"-b* |(P6) a’=1
P2 S=a ) (gj -z @7 a -
P3) (@) =a"”

Bemerk, at de forste tre regler handler om potenser, hvor grundtallene er ens, mens de
naste to handler om regler, hvor eksponenten er ens! De sidste to regler er specielle der-
ved, at det er rene definitioner. Ved hjelp af dem, far man de ovrige regneregler til at
gaelde generelt. Bogstavet P foran reglerne refererer til potensreglerne.

2. Eksponentielle funktioner

Vi har tidligere kigget pd den familie af funktioner, som kaldes /inecere og som har for-
skriften f(x)=a-x+b . Her kan parametrene a og b vere vilkarlige tal. P4 tilsvarende
vis har vi familien af eksponentielle funktioner, hvis forskrift er pa formen f(x)=b-a",
hvor a og b ligeledes er parametre. I denne note skal vi studere egenskaberne for denne
nye type af funktioner. Overordnet bruges betegnelsen eksponentiel veekst om noget, som
vokser meget hurtigt. Et godt eksempel er, hvis man forestiller sig at anbringe 1 ment pa
et felt, og derefter at anbringe 2 meonter pa neste felt, 4 monter pé det naeste felt, etc.
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Matematisk set kan man beskrive udviklingen i antal menter ved funktionen f(x)=2",
hvor x star for antal felter. I dette eksempel tillader vi altsa kun hele ikke-negative tal som
x. For hvert nyt felt fordobles antallet af menter. Det svarer til, at a =2 og b =1.

Lad os se pd det mere generelt, hvor a og b kan vare et hvilket som helst positivt reelt tal,
og hvor den variable x endda kan vere et vilkérligt reelt tal. Nedenfor er tegnet graferne
for de to eksponentielle funktioner f(x)=2-1,3" og g(x)=2-0,7".
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Vi ser, at begge grafer skarer y-aksen i1 punktet (2,0). Som du maske kan gette, har det
noget med b-leddet at gore. Men hvad siger grundtallet a noget om? I den naste s&tning
skal vi udlede nogle egenskaber for eksponentielle funktioner og deres grafer.

Sezetning 1

a) Grafen skarer y-aksen i punktet (0,0).

b) Narx vokser med 1, fremskrives (ganges) y med a.

¢) Narx vokser med Ax, fremskrives (ganges) y med a™".

d) Funktionen er voksende, nér a > 1, aftagende nér 0 < a <1 og konstant, nar a =1.

Bevis:
a) Alle punkter pa y-aksen har x-koordinaten 0. Derfor indsatter vi 0 i forskriften:
Q) f0) =b-a" =b-1=5b

hvor vi har benyttet potensregel (P6). Vi konkluderer, at grafen skerer y-aksen i b.
b) Nar man indsetter x i forskriften, far man naturligvis f(x) =b-a". Indsatter man
derimod x +1 1 forskriften, fis folgende:
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(3) f(x+1) = b-a™ =b-a"-d" = (b-a")-a = f(x)-a

hvor vi har benyttet potensregel (P1). Vi konkluderer, at den nye y-verdi er a gange
sé stor som den oprindelige! Sagt pa en anden made, sa vil en x-tilveekst pa 1 betyde,
at y fremskrives (ganges) med a.

¢) Vi benytter samme idé som i b). Nu laegger vi blot Ax til x:

4) f(x+Ax) = b-a™™ = b-a"-a™ = (b-a*)-a™ = f(x)-a™

igen ved brug af potensregel (P1). Det viser det enskede.
d) Vil vi overlade til leeseren.

Eksempel 2

Vi kan bruge seetning 1 pa eksemplet f(x)=2-1,3".Da b=2,fas f(0)=2, og eftersom
a=1,3, vil funktionsverdien fremskrives (ganges) med 1,3, hver gang x vokser med 1.
Det kan demonstreres ved folgende figur.

X -2 -1 0 1 2 3 4

fx) 1,183 1,538 2 2,600 3,380 4,394 5,712

‘1,3 ‘1,3 ‘1,3 ‘1,3 1,3 ‘13

Egenskaben at y fremskrives med 1,3, hver gang x vokser med 1, geelder dog uanset den
x-verdi man starter med. Vi kunne ogsa velge at oge x-vaerdien med 2. Ifolge s@tning 1
¢) skal y da fremskrives med a™ =1,3* =1,69.

X -4 -2 0 2 4 6 8

fx) 0,700 1,183 2 3,380 5,712 9,654 | 16,315

NN A N AN
-1,3? -1,3? -1,3? -1,3? -1,3? -1,3?

Noget helt tilsvarende kan siges om det andet eksempel med g(x)=2-0,7". Det over-
lades til laeseren at kigge pé det.
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Procentvis vaekst

Hvis man vil leegge 30% til et belob B, s ganger man som bekendt tallet med 30, dividerer
det med 100 og legger resultatet til det oprindelige belob. Altsé:

(5) B+B.% = B+B-0,30 = B-(1+0,30) = B-1,30

Omskrivningen af udtrykket viser, at vi lige sd godt kunne have ganget det oprindelige
belob med 1,30. Hvis vi i stedet ensker at treekke 30% fra belabet B, sa fér vi:

(6) B—B-% = B-B-0,30 = B-(1-0,30) = B-0,70

hvilket viser, at vi lige s godt kunne have ganget belabet med 0,70. Bemerk 1 ovrigt, at

procent betyder "per hundrede", si 30% = ;3% =0,30. I det folgende vil vi omtale sterrel-

sen som rentefoden eller blot renten r. Vi kan hindtere ovenstdende to processer under
ét, hvis vi vaelger at regne renten r positiv, hvis der laegges en procent til et tal og negativ,
hvis der treekkes en procent fra et tal, og sé ellers bare benytte folgende formel:

(7 S=(1+r)-B

hvor S reprasenterer slutveerdien. B betegner stadig begyndelsesveerdien. Sterrelsen man
ganger med, altsd 14 r, kaldes fremskrivningsfaktoren — i ovrigt 1 fuld overensstemmelse
med den samme betegnelse for @ i en eksponentiel funktion, som vi snart skal se.

Eksempel 3
a) Lag 15% til tallet 200.
b) Traek 25% fra tallet 500.
c) Leg 30% til tallet 700 to gange efter hinanden. Kunne vi have ngjedes med at legge
en procent til bare én gang? I givet fald hvilken procent da?
Losning:
a) Vi bruger formel (7) med »=15%=0,15:
S =({+r)-B = (1+0,15)-200 = 1,15-200 = 230
b) Vi bruger formel (7) med r =-25% =-0,25:
S = ({1+r)-B = (1+(-0,25))-500 = (1-0,25)-500 = 0,75-500 = 375
I a) og b) fik vi altsa fremskrivningsfaktorerne henholdsvis 1,15 og 0,75.

c) Viskal fremskrive belebet med fremskrivningsfaktoren 1+ 7 =1+0,30 =1,30 to gan-
ge, hvilket giver folgende:

S = (+r)-(A+r)-B = (I1+r)*-B = (1+0,30)*-700 = 1,30*-700 = 1183
Sidste spergsmaél: Hvis vi kigger pa ovenstiende udtryk, ser vi, at vi totalt set har

fremskrevet det oprindelige beleb med 1,30* =1,69 . Det svarer abenlyst til at legge
69% til! At svaret er mere end det dobbelte af 30% skyldes begrebet renters rente!
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Definition 4

I en eksponentiel funktion f(x)=5b-a" kaldes a for fremskrivningsfaktoren, og stor-
relsen » = a—1 kaldes for veekstraten.

Eksempel 5

Lad os for eksempel se pa funktionen f(x)=2-1,3"fra eksempel 2. I dette eksempel sa
vi, at nar x vokser med 1, sé fremskrives eller ganges y-vardien med a =1,3. Med oven-
stdende teori om procentvis vaekst for gje, kan vi oversatte det til procentregning: At
gange med 1,3 svarer til at leegge 30% til. Formelt set gor vi folgende:

(8) a=1+r < r=a-1
og indsatter vi tal, fir vi:
r=a-1=13-1=03 = 0,3-100% = 30%

Nér x vokser med 1, vokser y-vardierne altsa med 30%. Tabellen fra eksempel 2 kan
dermed ogsé fremstilles séledes, nar man formulerer det 1 procenter:

X -2 -1 0 1 2 3 4

fx) 1,183 1,538 2 2,600 3,380 4,394 5,712

NP NI N NP N

+30% +30% +30% +30% +30% +30%

Eksempel 6

Vi har tidligere kigget pa funktionen g(x)=2-0,7". Her er tale om en aftagende funktion,
da 0<a <1, jf. setning 1 d). Lad os se pa vaekstraten:

r=a-1=07-1=-03=-0,3-1000 = -30%

Hver gang x oges med 1, fremskrives (ganges) y-vardien altsd med 0,7, hvilket er det
samme som at sige, at y-vardien aftager med 30%.

Eksempel 7

Nedenfor er der vist eksempler pd en raekke fremskrivningsfaktorer og deres tilherende
vakstrater. Udregningerne overlades til laeseren:

a 1,07 1,40 0.90 2,50 0,994 10

r 7% 40% -10% 150% —0.6% 900%
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Eksempel 8

Ifolge definition 4 vedrerer vekstraten altid at x eges med 1, men hvad hvis x eges med
2 eller et andet tal? Da kan vi jf. setning 1 c) bruge formlen 7,, = a™ —1.Er Ax=2 fis
for eksempel:

r, = 1,31 =1,69-1= 0,69 = 0,69-100% = 69%

y-verdien vokser altsd med 69%, nar x vokser med 2.

Eksempel 9

Hvert ar i 14 ar vokser befolkningen i en by med 8%. Hvor mange procent er befolkningen
vokset med over alle 14 ar?

Losning: Vakstraten er abenlyst 7 =8% = 0,08. Det betyder at fremskrivningsfaktoren er
givet ved a =14+r =140,08 =1,08 . Fremskrivningsfaktoren over 14 r fés ved at oplofte
til potensen 14. Traekker vi 1 fra, far vi dermed det enskede, jf. eksempel 8:

n, = a™—1=108"-1 =194 = 1,94-100% = 194%

Sa vaksten over alle 14 ar er dermed 194%.

Eksempel 10

Hvert ar falder vaerdien af en bestemt bil med 10%. Hvor meget falder verdien af bilen
over en periode pa 6 ar?

Losning: Vakstraten er »r=-10% =-0,10. Det betyder at fremskrivningsfaktoren er
givet ved a=1+r=1+(-0,10)=1-0,10=0,90. Fremskrivningsfaktoren over 6 ar fas
ved at oplefte i potensen 6. Traekker vi 1 fra, far vi dermed det enskede:

reo=a™—1=090°-1=-0469 = —0,469-100% = —46,9%

Over en 6-drig periode er bilens verdi altsa aftaget med 46,9% — ikke 60%!

Eksempel 11 (Renteformlen) .

7000

Renteformlen K =K, -(1+7)" represen-

terer faktisk en eksponentiel vakst, hvor ~ *®

K, svarertil bog a=1+r ogn svarer til 500

x, dog med den begrensning, at n kun kan
antage heltallige verdier. Til hejre er vist

grafen for: %000 Pr
2000
K =1000-(1+0,20)" =1000-1,20" | . o7

1000 ¢~

Her er fremskrivningsfaktoren 1,20.
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Ovenstdende godtger folgende:

Saetning 12

En eksponentiel funktion eller udvikling kan karakteriseres ved, at de samme tilvaek-
ster 1 x giver de samme procentvise tilvekster i y.

Vi har i tilfeeldet med linesere funktioner tidligere indset, at to punkter pa grafen for en
lineer funktion er tilstraekkeligt til at fastlegge den linezre funktion fuldstendigt. Vi skal
nu se, at det samme er tilfaeeldet for en eksponentiel funktion.

Sezetning 13

Lad (x,,y,) og (x,,y,) vare to punkter pd grafen for en eksponentiel funktion med
forskrift f(x)=b-a". Parametrene a og b kan da bestemmes af folgende formler:

(9) a = =% & 5 b=y—;
\ Vi a

Bevis: Da punkterne ligger pa grafen, haves y, =b-a™ og y, =b-a™ . Her kan man teenke
pa x,, x,, ¥, og ¥, som varende kendte. Derimod er a og b ukendte. Man ser snedigt, at
man kan skaffe sig af med den ene ubekendte, b, ved at dividere de to y-vardier:

b-a®  a® . |
(10) & = —ax = ax = g™ &S X & =aq
b2 b-a a’ i

hvor vi blandt andet har brugt potensregel (P2). For at isolere a tages den (x, —x,)'te rod

pa begge sider. Formlen for b fas nemt ved at isolere b i ligningen y, =b-a™ . Man divi-
derer blot med a™ pa begge sider.

J)

b_axl :y2 _____________________ ( (ngyz)

ba"=y |-

v
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Eksempel 14

Givet punkterne (-2,5) og (5,30). Vi vil bestemme forskriften for den eksponentielle
funktion, hvis graf gar igennem de to punkter. Vi benytter formlerne (9) i saetning 13:

a = |22 2 =230 9 210017
N S
Y, 30

= §8,3426

@ 12917

Dermed fas f(x)=28,3426-1,2917". Bemerk, at det er ligegyldigt hvilket punkt man
benytter til at bestemme b med. Vi bruger punkt 2.

For vi gér videre, skal vi se pd nogle yderligere egenskaber for eksponentielle funktioner.
For det forste kan man indsztte ethvert reelt tal i forskriften, dvs. Dm(f) = R. Derimod
vil funktionsvardierne altid vare positive, s verdimangden bestér af alle positive tal:
Vm(f)=R" . Endvidere er en eksponentiel funktion altid enten voksende (nar a > 1) eller
aftagende (nér 0 < a <1), hvis den da ikke er konstant (a =0). Lad os se pa tilfeeldet med
f(x)=2-1,3" frabegyndelsen af afsnit 2. For det forste er funktionen voksende, eftersom
a=1,3>1. Men vi har endda, at f(x) —> o for x —> . Der er altsd ingen grense for,
hvor store y-vaerdier, man kan fa, bare man vealger x stor nok. P4 tilsvarende vis gelder
f(x) >0 for x > —oo. Nar x nermer sig til minus uendelig (—), vil y-vardierne nem-
lig nerme sig til 0. Vi ser det ved, at grafen nermer sig til x-aksen. Man siger med et fint
ord, at f'har en vandret asymptote med ligning y =0 (x-aksen).

Y
A
fr)=213
Grafen kommer vilkarlig teet
pa x-aksen uden at ramme den
jo lengere man bevaeger sig
mod venstre
4—
> X

Overvej, hvad der mon gaelder for funktionen g(x)=2-0,7"?
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3. Titalslogaritmen

Betragt den eksponentielle funktion 10" med grundtal ¢ =10 og b =1. Den har en om-
vendt funktion eller invers funktion, som kaldes titalslogaritmen og betegnes log(x). Med
en omvendt eller invers funktion til en given funktion menes lost sagt en funktion, som
"ophaver virkningen af den oprindelige funktion". Man kan generelt set tenke pa en
funktion, som en slags "maskine", som man kan fodre med et x og fi et y ud. Et givet
input x vil altid resultere i det samme y som output.

10%

log(x)

AL el

} | log(x)
ST

I den overste del af figuren er illustreret, hvordan x fodres til maskinen reprasenterende
funktionen 10" . Outputtet er selvfolgelig 10" og det fodres sa videre til titalslogaritme-
funktionen, som "spytter" x ud. Sammensatningen af de to funktioner er altsé identiteten,
dvs. der sker ikke noget med x. I matematisk sprog kan vi skrive det:

(11) log(10") = x forxeR

Forst udregnes "indmaden" 10, derefter anvendes logaritmefunktionen derpa, hvorved
man kommer tilbage til det, man startede med, dvs. x.

I nederste linje af figuren anvender vi funktionerne i den modsatte rekkefolge: x fodres
forst til logaritmefunktionen, som giver log(x) som output. Denne verdi sendes sa videre
til eksponentialfunktionen 10, og man far x ud igen. Matematisk kan det skrives:

(12) 106 = x forxeR*

Forst tages titalslogaritmen, derefter anvendes eksponentialfunktionen.
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Pa samme made, som 10" er den omvendte funktion til log(x), sa gaelder det naturligvis
ogsa omvendt, at, 10" er en omvendt funktion til log(x). Historisk set blev logaritmerne
faktisk indfert forst. I nogle sammenhange betegnes 10" derfor som antilogaritmen.

Y

A

12

10" g

N

L log(x)

N

Ovenfor er vist graferne for 10" og log(x). Det er ingen tilfeldighed, at graferne er hi-
nandens spejlbillede i linjen y = x. Det heenger sammen med, at x og y si at sige skifter
rolle, da de er hinandens omvendte funktioner. Vi ser desuden, at definitionsmangden og
veerdimeengden for titalslogaritmen er henholdsvis Dm(log) = R", altsd meengden af alle
positive tal, og Vm(f) =R, maengden af alle reelle tal.

Logaritmen har nogle pa&ne funktionsverdier i alle x-vardier, som er hele tipotenser. For
eksempel haves folgende, idet vi 1 andet lighedstegn benytter regel (11):

log(0,01) = log(107%) = -2
log(0,1) = log(107") = —1
log(l) = log(10°) = 0
log(10) = log(10") =1
log(100) = log(10*) = 2
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Titalslogaritmefunktionen er en voksende funktion, og der gaelder f(x)— o for x — 0.
Funktionen vokser dog meget langsomt mod uendelig. Desuden gelder, at funktions-
vardierne naermer sig til minus uendelig, nar x nermer sig til 0 fra hgjre. Det kan skrives
f(x) = —oo for x — 0" . Dette betyder, at funktionen har det, man kalder en lodret asymp-
tote x=0. I det folgende skal vi udlede nogle yderst vigtige regler for logaritmefunk-
tionen. Bogstavet L i reglerne refererer til, at det er logaritmeregler. Det eneste vi i
gjeblikket ved om titalslogaritmen er, at den er den omvendte funktion til 10" . Derfor er
det ikke overraskende, at vi udleder logaritmereglerne ved brug af potensreglerne fra
afsnit 1 (angivet med P for Potensregler).

Seetning 15 (Logaritmeregneregler)

Om logaritmefunktionen gelder folgende regler:
(L1) log(a-b)=Ilog(a)+log(b) fora,beR,
(L2) log(a/b)=log(a)—log(b) fora,beR,
(L3) log(a")=x-log(a) foraeR,,xeR

Bevis: Lad os udlede den forste logaritmeregel, (L1):
log(a-b) = log(10" -1o‘°g<”)) = 1og(1o‘°g<“>+‘°g<”>) = log(a)+log(b)

hvor vi i ferste lighedstegn har udnyttet, at @ og b kan skrives som henholdsvis 10"
og 10°¢") ifglge (12). Andet lighedstegn fis ved at benytte potensregel (P1). Endelig fas
tredje lighedstegn ved at udnytte (11), dvs. at 10® og log ophaver hinandens virkning.
Logaritmeregel (L2) bevises pa helt analog vis. Lad os slutte af med at bevise logaritme-
regel (L3):

log(a™) = log((lOlog(“) )x) = log(lox'log(“)) = x-log(a)

hvor vi i forste lighedstegn har udnyttet, at @ kan skrives som 10'°%“) . T andet lighedstegn
udnyttes potensregel (P3), og endelig fés tredje lighedstegn igen ved at benytte (11).

Ved hjelp af logaritmereglerne bliver man pludseligt i stand til at lese en rekke nye
problemstillinger. En af dem er at bestemme x, nar man kender y for en eksponentiel
funktion, altsa at lgse en ligning af formen b-a* =y, hvor alle sterrelser undtagen x er
kendte. Med CAS-varktej er det i dag ingen sag, da man typisk anvender en so/ve-kom-
mando. Vi skal dog give et enkelt eksempel pé, hvordan man kan lgse en sddan ligning.
Problemstillingen bliver nemlig ogsa relevant 1 forbindelse med forskellige beviser.
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Eksempel 16
Los ligningen 4-1,25" =7

Losning:
4.1,25"

I
3

g
1,25" =

INN

g

log(1,25") = log(%)
g

x-log(1,25) = log(Z)
g

log(Z
v = 28G5 507
log(1,25)

Forst divideres med 4 pa begge sider af lighedstegnet, s vi har en ren potens pa venstre
side. Fra linje 2 til linje 3 har vi taget logaritmen pé begge sider af lighedstegnet. Fra linje
3 til linje 4, har vi benyttet logaritmeregel (L3). Endelig er der fra linje 4 til linje 5
divideret med log(1,25) pa begge sider af lighedstegnet.

Eksempel 17 (Seismograf og Richtertal)

I 1935 indferte Charles F. Richter
i samarbejde med Beno Gutenberg
den beremte Richter-skala til be-
skrivelse af storrelsen af et jord-
skeelv. Pa et tidspunkt overvejede
Richter at lade udslagets storrelse

pa en seismograf — med en passen-
de korrektion for afstanden til jord-
skeelvet — vare et udtryk for jord-
skelvets storrelse. Imidlertid viste
det sig, at forskellen pa de mindste
og sterste jordskalv var for store.
Richters samarbejdspartner Gutenberg foreslog sé at afbilde udslagene logaritmisk.
Richter var begejstret og det viste sig, at man nu pa en hensigtsmassig made kunne ran-

gere de forskellige jordskelv. Samtidigt tiltalte det ham, at man ogsa 1 astronomi havde
indfert en sékaldt storrelsesklasse for en stjerne ved hjelp af logaritmer. Ved at bruge
logaritmer i definitionen, kunne han nemmere adskille de mange mindre jordskalv fra de
f4 storre jordskelv, der pa den tid indtraf i Californien. Sammenhangen mellem energien
E udlest ved jordskelvet og Richtertallet M, hvor energien regnes i J (Joule) viser sig at
veere givet ved felgende formel:
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(13)

a)

b)

d)

log(E)=1,5-M +4.,8

I Danmark bliver jordskalvene heldigvis ikke ret store, blandt andet fordi Danmark
ikke befinder sig pa randen af nogle af pladerne, som udger Jordens overflade. Alli-
gevel forekommer der sma jordskelv i Danmark, selv om de ofte dérlig kan maerkes.
Blandt de skalv, som kan navnes, var der blandt andet et jordskalv af styrke 4,0 pa
Richterskalaen, som blev registreret pd Thyholm, Mors og det vestligste Salling den
4. december 1997. Bestem den energi, som blev udlest ved skelvet.

Det beromte jordskelv i San Francisco den 18. april 1906 er efterfolgende blevet
vurderet til omkring 8,1 pd Richter-skalaen. Hvor stor en energi blev frigjort?

Hvis et jordskealv udleser en energi pd 5,2-10" J, hvor kraftigt er skalvet da pa
Richter-skalen?

Hvor mange gange storre var den energi, som blev frigjort ved San Francisco jord-
skaelvet 1 1906 sammenlignet med jordskalvet i Danmark 1 1997? Kan du besvare
spergsmalet udelukkende ud fra forskellen i Richtertal?

Losning:

a)

b)

d)

Vi benytter antilog pa begge sider af formel (13) ovenfor:

E =102M*48 = 102 40+48 — 10! = 6,3.10' (i enheden Joule).

P& samme made som i spergsmal a):

E = 10M*8 — 1ob> 81448 — 10! = 89.10' (i enheden Joule).

Vi skal have isoleret M i formel (13):
log(E)—-4,8
log(E)=1,5-M+4,8 < log(E)-48=1,5-M — 15 =M
v - log(B)-4.8 _ log(5.2- 107°)-4,8
1,5 1,5
Skelvet har altsa et Richtertal pd 7,3.
Man kan naturligvis bestemme forholdet ved at dividere resultatet i spergsmal b) med

7,3

resultatet 1 spergsmél a), men det kan ogsé geres pd folgende méde: Betegn de to
Richter-tal med henholdsvis M, og M,, og de tilsvarende energier med henholdsvis
E, og E,. Dakan vi udregne forholdet mellem de to energier pa folgende made:

E 101,5M2 +4,8

2 _ _ QMM AB-LS M8 gL M, —LSM,
E 101,5~M1 +4.8

1

— 101,5-(M27M]) — 101,5~(8,1—4,0) — 1’41‘106

Altsd blev der ved San Francisco jordskelvet udlest ca. 1,4 million gange sa meget
energi, som det relativt kraftige jordskelv i Danmark i 1997.

NB! Igen kunne ovenstiende sporgsmél lases med en so/ve-kommando i et CAS-vearktoj.
Udregningerne er foretaget "manuelt" her for at demonstrere logaritmefunktionernes og
eksponentialfunktionernes anvendelsesmuligheder.
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4. Fordoblings og halveringskonstanter

I dette afsnit skal vi se en vigtig egenskab, som gaelder for eksponentielle funktioner. Hvis
den eksponentielle funktion er voksende (a >1) har funktionen en sakaldt fordoblings-
konstant, ofte betegnet med 7, eller bare 7. Hver gang man eger x med 7, vil funktions-
vaerdien fordobles. Tilsvarende har en aftagende eksponentiel funktion (0 < a <1) en hal-
veringskonstant, som benavnes T ; eller bare 7. Hver gang man eger x med 7, vil
funktionsvardien halveres. Det er kun eksponentielle funktioner, som har disse smukke
egenskaber! Begreberne giver dermed ikke rigtig mening for andre typer funktioner.

Eksempel 18

Figuren viser grafen for en voksende eksponentiel funktion. Vi skal afleese fordoblings-
konstanten ved at vaelge to y-verdier, hvor den ene er dobbelt sa stor, som den anden. Vi
vaelger y, =16 og y, =8. Dernzst aflaeser vi de tilherende x-vardier sd godt vi kan og
far henholdsvis x, =8,4 og x; =4,9. Fordoblingskonstanten er da:

(14) T,=x,—-x =84-49=35

For at demonstrere egenskaben er der yderligere markeret to punkter, hvor den ene y-
vardi er dobbelt sd stor som den anden, nemlig 2 og 1. De tilherende x-vardier aflaeses
til henholdsvis —2,0 og —5,5. Det giver T, = x, —x; =-2,0—(=5,5) = 3.5, altsd det samme,
som forventet.

i
20
18
Y16
14
12
10
Y. ¢
6
4
-
—]
-8 -6 T 2 70 2 4 X, 67T 8X, 10 w X
2 2
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Aflesning af halveringskonstanter for aftagende eksponentielle funktioner fungerer pa
analog méde, og overlades til leeseren. Men som navnt er aflaesninger normalt ikke nej-
agtige, ligesom man heller ikke altid har en graf til rddighed. Vi skal vise en s&tning, der
kan give fordoblingskonstanten eksakt ud fra viden om fremskrivningsfaktoren a.

Sezetning 19 (Fordoblingskonstant)
For en voksende eksponentiel funktion f(x)=5b-a" (dvs. a > 1) kan fordoblingskon-

stanten bestemmes ved brug af felgende formel:
T log(2)

(15) > = Tog(a)

Bevis: Vi valger to y-verdier, y, og y,, hvor y, er dobbelt sd stor som y, . De tilherende
x-verdier betegner vi henholdsvis x; og x, .

b'ax2 :y2

00

£

)

[=]

i

L
b'aXI :yl

/

Vi fér den gode id¢ at dividere de to y-verdier med hinanden. Det far nemlig konstant-
leddet b til at g& ud, samtidigt med, at vi kan udnytte, at den ene y-verdi er dobbelt si

stor som den anden:

v

X
X=X

= = q

h_ Y b-a® a
N b-a" a

(16)

Vi skal her lade, som om vi kender a, men ikke x, —Xx, . Sidstnaevnte er faktisk fordob-

lingskonstanten, som vi skal bestemme: 7, = x, —x,. Vi far af (16):

_ log(2)
log(a)

Forste skridt: logaritmen tages pa begge sider af lighedstegnet. Andet skridt: Logaritme-

regel (L3) er anvendt. Sidste skridt: Der divideres med log(a) pa begge sider af ligheds-
tegnet. Det enskede er dermed vist.

(17) a"=2 o 1og(aTz):1og(2) o T,-logla)=log2) < T,
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Eksempel 20

I eksempel 18 var forskriften ikke oplyst. Kun grafen var til rddighed. Nu kan det si
oplyses, at forskriften var f(x)=3-1,22". Vi kan nu bestemme fordoblingskonstanten
via formel (15):
T, = log(2) _ log(2) _ 34856
log(a) log(1,22)

Vores aflesninger i eksempel 18 gav en fordoblingskonstant pa 3,5, hvilket var ret godt,
men altsa ikke nojagtig!

Seetning 21 (Halveringskonstant)

For en aftagende eksponentiel funktion f(x)=b-a* (dvs. 0 < a <1) kan halverings-
konstanten bestemmes ved brug af felgende formel:

log(L
(18) s =

Bevis: Overlades til leseren.

O
Eksempel 22
Bestem halveringskonstanten for den eksponentielle funktion f(x)=17-0,56".
Losning: Vi benytter formlen (18):

log(L log(L

log(a) log(0,56)
S4 halveringskonstanten er 1,195.

O

Bemgerkning 23

Formlerne for fordoblings- og halveringskonstanten er naturligvis gode at bruge, bide
hvis man har en simpel lommeregner eller et CAS-varktej til raddighed. Har man et CAS-
vaerktej, kan man alternativt vaelge at bestemme fordoblingskonstanten ved at lose en
ligning med so/ve-kommandoen 1 stil med:

solve(f(x+T)=2-f(x),T)

Det kraver naturligvis, at man ferst har defineret funktionen 1 vaerktejet. Overvej hvilken
idé der ligger bag kommandoen, og hvordan den skal se ud, hvis det alternativt er halve-
ringskonstanten, man leder efter?
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5. Den naturlige eksponential- og logaritmefunktion

Der findes en eksponentialfunktion, som benavnes den naturlige eksponentialfunktion og
som skrives e*. Dens grundtal er det lidt underlige tal e=2,7182818.... Begrundelsen
for, at det er specielt naturligt, vil ferst fremga, ndr man kommer til differentialregningen.

Pa samme made som titalslogaritmen log(x) er en omvendt funktion til 10", sa har den
naturlige eksponentialfunktion e* en omvendt funktion, og den kaldes In(x). Den kaldes
for den naturlige logaritmefunktion. Analogt til (11) og (12) haves dermed:

(19) In(e*) = x forxeR
(20) " = x forxeR*

fordi In(x) og e ophaver hinandens virkning. Den naturlige logaritmefunktion adlyder
1 ovrigt de samme logaritmeregler som titalslogaritmen navnt i setning 15. Desuden skal
det naevnes, at den naturlige eksponentialfunktion ofte skrives exp(x).

Hidtil har vi kun diskuteret eksponentielle funktioner angivet pa formen f(x)=b-a".
Der er imidlertid to andre former, som bruges meget, serligt i forbindelse med modeller
fra den virkelig verden. Nar man skal handtere enheder, hvad enten det er i fysik, kemi
eller et hvilket som helst andet naturvidenskabeligt fag, sa foretrekkes det ofte at man
anvender folgende form for en eksponentiel funktion:

(21) f(x) = b

hvori den naturlige eksponentialfunktion indgdr. For det forste ber man gere sig klart, at
man kun kan oplefte et tal i en potens, som er et rent tal, ikke et tal med enheder. Det
smarte ved formen (21) er da, at hvis x for eksempel regnes i enheden m (meter), sa kan
man serge for at konstanten k regnes i enheden m™' = 1/m, hvorved hele eksponenten,
altsa k-x, er dimensionslos, altsd uden enheder! Forbindelsen mellem de to former for
en eksponentiel funktion ses af folgende:

(22) b-&* = b-(") =b-a”
hvor potensregel (P3) er brugt, og hvor vi har sat a =" . Vi har altsa
(23) a=eé" < In(a)=k

idet vi har taget den naturlige logaritmefunktion pa begge sider af lighedstegnet.

Eksempel 24
Vi ensker at skrive den eksponentielle funktion f(x)=6-1,47" pa formen f(x)=b-€"".

Losning: Ifelge (23) fas:
k =In(a) =In(1,47) = 0,3853.
Altsier f(x)=6-¢"%77,
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Eksempel 25
Omskriv f(x)=23-¢""* pa formen f(x)=b-a".
Losning: f(x)=23-e"""" =23.(e""*)" = 23.1,2141".

Spergsmélet er, hvordan formlerne for fordoblings- og halveringskonstanterne kommer
til at se ud for eksponentielle funktioner pé formen (21)? For at svare pa dette, bemaerker
vi for det forste, at vi i formlerne (15) og (18) lige sd godt kunne have anvendt den natur-
lige logaritmefunktion. Den naturlige logaritmefunktion adlyder nemlig nejagtigt de sam-
me regler som titalslogaritmen geor. En inspektion af de tidligere beviser vil overbevise
om det. Vi overlader det til laeseren.

For det forste ser vi af formlerne i (23), at

(24) f voksende <& a>1 < k>0
(25) f aftagende < 0O<a<l < k<0
Seaetning 26

For en voksende eksponentiel funktion pa formen f(x)=5-¢ (dvs. k > 0) kan for-
doblingskonstanten bestemmes ved brug af felgende formel:
In(2)
Tk
For en aftagende eksponentiel funktion pa formen f(x)=5b-€** (dvs. k <0 ) kan hal-

(26) 7

veringskonstanten bestemmes ved brug af felgende formel:

_ 1nG)

27 T
@7 s = —,

Bevis: Vi ngjes med at gennemfore beviset for det voksende tilfelde. Vi benytter formel
(15), blot med titalslogaritmen udskiftet med den naturlige logaritme:
In(2) In(2) In(2)
]-'2 = = k =
In(a) In(e") k

Bemeerkning 27

Hvad angér det aftagende tilfzlde, s& vaelger man ofte i modelsammenheeng at skrive
funktionen som f(x)=b-e ", saledes, at k bliver positiv. I det tilfalde vil formlen for
halveringskonstanten fa folgende udseende:

o8 I - 111(]%) _ 1n(_2k-1) _ (—1)_-11:1(2) _ —139) _ lnl(€2)




© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 23

6. Eksponentielle modeller

I dette afsnit skal vi kigge pd nogle situationer, hvor eksponentielle funktioner dukker op
i praksis. Udover at besvare forskellige tekniske spergsmal, skal vi fokusere pa de prin-
cipper, som er afgerende for, hvorfor udviklingerne bliver eksponentielle. Hvad angar
sidstnaevnte, skal man huske, at eksponentielle funktioner er karakteriseret ved, at den
samme x-tilvaekst betyder den samme procentvise y-tilvaekst! Uden ordet "procentvis"
ville der jo blot have veret tale om en velkendt linezer ssmmenhang ...

Eksempel 28 (Vakst af bakteriekultur)

Nar man skal beskrive en bakteriekulturs vaekst, sa inddeler man normalt i fire faser: No-
lefasen, den eksponentielle fase, den stationcere fase og dodsfasen. Nolefasen er karak-
teriseret ved, at cellerne forst skal indstille sig pa at kunne begynde at vokse. Hvis de er
géet 1 dvale, kan det vere, at der forst skal fjernes nogle proteiner, for vaeksten kan be-
gynde. Cellen skal ogsa begynde at lave cellevaegsmateriale etc. I den eksponentielle fase
er cellen rede til at vokse, og det kan ske uden videre hindringer. Lad os forestille os, at
udviklingen 1 antal bakterier har udviklet sig som angivet i tabellen nedenfor.

¢ (min) 0 20 40 60 80
Antal 77 121 223 347 510
¢ (min) 100 120 140 160 180
Antal 869 1421 2410 3670 5866
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a) Vis at udviklingen virkeligt er eksponentiel ved at foretage eksponentiel regression.
b) Hvor mange bakterier vil der vare tilstede efter 4 timer, hvis udviklingen altsé fort-
s&tter en time mere?
¢) Hvornar var populationen oppe pa 3000 bakterier?
d) Hvor stor er fordoblingstiden i den eksponentielle fase?
e) Hvor mange procent vokser bakteriekulturen med hvert minut?
f) Hvor mange procent vokser bakteriekulturen med for hver 10 minutter?
Losninger:
a) Nar man udferer eksponentiel regression pa sit CAS-varktej pa de foreliggende data,
vil man {4 noget 1 retningen af folgende:
6000 f
5000 /
5 4000 ‘/
i; 3000 /
£ o
< 2000 /'//
1000 /'/
e g .
0 50 100 150 200
Tid (min)
med forklaringsgrad R* =0,9991. Denne vardi samt iser en visuel inspektion af
grafen 1 forhold til data godtger, at vi med rimelighed kan sige god for, at bakterie-
kulturen udvikler sig eksponentiel.
b) Forskriften leveret ved regressionen er f(x)=78,529-1,0244" . Hvis vi bruger for-
skriften til at give en prognose pa bakteriekulturen efter 4 timer, far vi:
f(240) = 25557,21
Efter 4 timer eller 240 minutter vil der ifelge modellen vere ca. 25600 bakterier.
¢) Vileser ligningen f(x)=3000 med en so/ve-kommando og far:
f(x)=3000 < x=151,12
Modellen giver altsa, at populationen vil have naet en sterrelse pd 3000 bakterier
efter ca. 151 minutter.
d) Fordoblingstiden fa2 ved at anvende formel (15) i s@tning 19:

oo log@ _ log2) _
> log(a)  log(1,0244)

3

Antallet af bakterier vil altsd fordobles hver gang, der gar knap 29 minutter.
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e) Her skal vi have fat i veekstraten: » =a—1=1,0244-1=0,0244 =2,44% .
Hvert minut vokser bakteriekulturen altsa med ca. 2,4%.

f) Viudregner forst fremskrivningsfaktoren for 10 minutter, treekker 1 fra og omregner
til procent (se evt. eksempel 8):

ry = a™—1=1,0244" -1 = 0,2726 = 0,2726-100% = 27,26%

Altsd vil antallet af bakterier vokse med ca. 27.3%, hver gang der gér 10 minutter.
m

Bemeerkning 29 (Populationers udvikling overordnet)

Hvorfor er den eksponentielle udvikling s& god til at beskrive populationers udvikling
over tid? Det afgerende princip her er det, der fremgér af saetning 12. Hver gang, der gar
et bestemt tidsrum, vil populationen vokse med den samme procent! Det er ret logisk:
Hvis en population er dobbelt sa stor, er det ogsé naturligt, at tilvaksten 1 populationen
er dobbelt sd stor. Dobbelt s& mange individer vil ogsé fa dobbelt s4 mange bern/unger.
Denne eksponentielle udvikling oplever man ogsé undertiden for befolkningen i en by.
Det er dog som oftest ikke sa overbevisende, som tilfaeldet er med bakterier og lignende.
Menneskets hensigter er mere komplekse: En @ndret politik i en by kan ege eller mindske
befolkningstilvaeksten. Maske opstar der krig, hungersned etc.

Tilbage til bakterieudviklingen i eksempel 28: Som naevnt i starten af opgaven er der 1
virkeligheden flere faser ved udviklingen af en bakteriekultur. Udviklingen kan ikke fort-
sette med at vokse eksponentielt. Pa et tidspunkt kommer der til at mangle fode eller
naringsstoffer, nar bakteriekulturen har ndet en vis sterrelse. Pa dette tidspunkt vil ud-
viklingen blive hemmet og ga langsommere, ja ligefrem stagnere eller dale — heraf den
Stationcere fase og dodsfasen. Man har ogsa en matematisk model, som kan beskrive den
stationare fase, nemlig den sdkaldte logistiske veekst. Ikke mere om det her.

Eksempel 30 (To populationers udvikling)

Population A starter med 2500 individer og vokser med 3,2% pr. &r, mens population B
starter med 4000 individer og vokser med 1,2% pr. ar.

a) Hvor lang tid tager det, for population A passerer population B i antal?
b) Lav en graf over populationernes tidsmaessige forleb.

Losning: a) Vi kan straks opskrive funktioner for udviklingerne af de to populationer, idet
den uafhangige variabel ¢ repraesenterer tiden regnet i ar efter start. Den athangige vari-
abel skal reprasentere antal individer i populationen. Funktionerne f,(¢) og f5(¢) re-
prasenterer de to populationers storrelser. Vi ved ifelge (8), at fremskrivningsfaktoren er
givet ved formlen a =1+ r, mens b klart er populationens sterrelse fra start.

2500-(1+0,032)’
4000-(1+0,012)"

2500-1,032
4000-1,012'

f4@) = b-(1+r)
f5(®) = b-(1+r)
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Det er indlysende, at population A vokser kraftigst, da fremskrivningsfaktoren her er
storst. Da population B imidlertid er storst fra start, tager det lidt tid, for population A
overhaler population B i sterrelse. For at finde ud af, hvornar populationerne er lige store
loser vi naturligvis en ligning:

f,0O=1f1) < t=24,016

Forst defineres de to funktioner i CAS-varktejet, hvorefter ligningen loses med en kom-
mando noget i retningen af folgende: solve(f,(¢) = f;(¢),t). Vi konkluderer, at popula-
tion A overhaler population B 1 sterrelse efter godt 24 ar.

b) Man laver et plot i sit CAS-varktej, idet man vaelger et passende vindue:

A

10000 /

4

8000 //
_—

6000

4000

Populationens stgrrelse

2000

Tid (ar)

Bemeerkning 31

For fuldsteendighedens skyld skal det ogsa vises, hvordan man kan lgse Eksempel 30 a)
uden brug af so/ve-kommandoen.

t

9

1,032 4000 1,032
1) = f,() < 2500-1,032° =4000-1,012" < ——=""— & | =
J40=150 1,021 2500 (1,021j

& 1,019762846' =1,6 < log(1,019762846') = log(1,6)

log(1.6) = 24.106

& t-1og(1,019762846) =log(1,6) < ¢ = -
2 ) =log(1.6) log(1,019762846)

hvor blandt andet potensregel (P5) og logaritmeregel (L3) er benyttet.

Der findes en hel del eksempler pd modeller fra den virkelige verden, hvor aftagende
eksponentielle funktioner kommer 1 spil. I fysik er der flere eksempler. Radioaktivt hen-
fald er det mest kendte. Andre er modeller i kemi, biologi og naturgeografi.
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Eksempel 32 (Et legemiddels nedbrydning i blodet)

Koncentrationen af et legemiddel oply-
ses at aftage eksponentielt med tiden i
blodet. Vi antager, at legemidlet indta-
ges intravenest — altsd direkte 1 blodba-
nen — hvorved legemidlet nasten oje-
blikkeligt opnar sin maksimale koncen-
tration. Den eksponentielle model er:

(29) C(t)=C,-e"

hvor C(¢) reprasenterer koncentratio-

nen af legemidlet til tiden ¢, C, er koncentrationen umiddelbart efter injektionen, ¢ er
tiden regnet i timer og k er henfaldskonstanten. Sidstnaevnte har at gere med, hvor hurtigt
koncentrationen af leegemidlet aftager 1 blodet.

Det oplyses, at laegemidlets koncentration umiddelbart efter injektion er 1,3 mg/ml og at
halveringstiden for leegemidlet er 3,5 timer.

a) Bestem henfaldskonstanten £ 1 forskriften (29).

b) Hvad er koncentrationen af leegemidlet efter 2 timer?

¢) Hvornar er koncentrationen af laesemidler nede pd 0,10 mg/ml?

d) Hvor mange procent aftager laegemidlets koncentration med hver time?

Losning: De variable er:

t: Tiden i timer
C: Koncentrationen af l&egemidlet i blodet i enheden mg/ml.

Vi ser straks, at C, =1,30.

a) En god made at besvare dette spergsmal pa, er ved at bemerke, at hvis man gar 3,5
timer fremad 1 tid fra # =0 til # =3,5, sa halveres koncentrationen fra 1,30 mg/ml til
0,65 mg/ml. Efter af have defineret funktionen (med den ubekendte k) i sit CAS-
varktej, skal man derfor blot med en solve-kommando lese ligningen C(3,5)=1C;:

C3,5=1C, < k=0,1980420516
b) Dermed haves nu: C(¢) =1.30-¢ 7804205167 yia CAS-varktojet fis herefter:
C(2)=0,8748351252
Koncentrationen af legemidlet er altsé nede pé 0,87 mg/ml efter 2 timer.
c) Ved hjelp af CAS-varktejet loses en ligning:
C#)=0,10 < =12,95153901
Der gar altsa 13,0 timer, for koncentrationen er nede pa 0,10 mg/ml.
d) Vi har brug for fremskrivningsfaktoren a :
a=e* = "0 = 0,8203353560
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hvorefter
r=a-1=0,8203353560-1=-0,1797

Koncentrationen aftager altsd med 18,0% for hver time, der gar.

NB! En alternativ mide at bestemme henfaldskonstanten £ pa i spergsmal a) er ved at
anvende formel (28): T, 5 =In(2)/k . Man skal altsé lese en ligning:
In(2)
k

=35 & £k=0,1980420516

Bemearkning 33

En del stoffers koncentration aftager eksponentielt, nar det forst er ovre i blodet, men det
galder ikke for alle stoffer. For eksempel er det velkendst, at alkohol aftager mere linecert.
En grov tommelfingerregel er séledes, at man forbraender 1 genstand for hver 1,5 time,
der gar. Det atheenger dog en del af personens vagt, og om det er en mand eller en kvinde.

O
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Appendiks A. Lidt om logaritmernes historie

I begyndelsen af 1600-tallet blev de forste lo-
garitmer “opdaget” af den skotske matematiker
John Napier (1550-1617), som er afbildet pa
billedet til hojre. Han var baron pa slottet Mer-
chiston i nerheden af Edinburgh. Senere bidrog
englenderen Henry Briggs (1561-1631) til ind-
forelsen af de nuvarende fitalslogaritmer. Si-
den den tid fik logaritmerne en kolossal betyd-
ning som hjelpemiddel til at lette arbejdet ved
numeriske beregninger — bdde i1 astronomien og
1 navigationen. Felles for de to discipliner er,

at de er meget beregningstunge. Da man pa den ;
tid ikke havde lommeregnere eller edb-mas- ' i
kiner til raddighed, var det af stor betydning, at
man kunne lette beregningsarbejdet. Logarit-
merne er, som vi skal se nedenfor, velegnede i1 forbindelse med udferelse af multiplika-

tioner, divisioner, roduddragninger og potensoplaftninger, der jo normalt tager lang tid
at udfere i handen. Faktisk blev logaritmetabeller anvendt lige indtil 1970’erne, hvor lom-
meregnerne vandt indpas. I mere end 300 ar var logaritmerne sdledes af fundamental be-
tydning for folk, som skulle udfere store beregninger: Astronomer, ingenigrer, viden-
skabsfolk, navigaterer etc. ...

For vi kigger pé et eksempel, vil det veere en fordel, hvis laeseren fremskaffer en gammel
logaritmetabel, gerne fircifrede tabeller fra Erlang C. Alternativt ma man “bruge lomme-
regneren som logaritmetabel”. Nér vi skal gange to tal sammen, kan vi bruge logaritme-
regel (L1) fra saetning 15:

log(a-b) =log(a)+log(b)

Lad os sige, at vi skal gange 2,349 med 83,37. Logaritmeregel (L1) giver da:

log(2,349-83,37) = log(2,349) +log(83,37)
0,3709+1,9210
= 2,2919

(A1)

Nu ved vi altsa hvad log(2,349-83,37) er lig med. For at finde det enskede produkt ud-
nytter vi sammenhangen (12) fra tidligere, dvs. at funktionen 10* ophaver virkningen af
logaritmen. Altsa fas: 2,349 -83,37 = 10**" =195,8..

Idéen bag multiplikation ved hjeelp af logaritmer

Idéen bag ovenstdende metode er, at man forst finder logaritmen til hver af de to invol-
verede tal, som indgar i multiplikationen. Derefter leegges de to logaritmeverdier sam-
men, og resultatet bestemmer man antilogaritmen til. Dermed haves det enskede produkt.
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I stedet for at gange de to tal sammen i hdnden, kan man altsa udfere to tabelopslag i en
logaritmetabel, foretage en addition samt et opslag i en antilogaritmetabel. Navnte
metode kan umiddelbart virke mere besverlig end at udfere multiplikationen i handen.
Her ma man vare opmaerksom p4, at man ved hdndmetoden nemmere kommer til at bega
regnefejl (overvej!). Besparelsen vil desuden vare storre jo flere cifre, der er 1 tallene.
Ved multiplikation af for eksempel tre eller flere tal vil der veere en yderligere besparelse,
og ved roduddragning og potensopleftning en kempe besparelse. Se opgaver 1 opgave-
sektionen.

Kommentarer i forbindelse med brug af logaritmetabel

De fleste logaritmetabeller kan kun anvendes direkte i intervallet [1, 10[, og de fleste
antilogaritmetabeller (10") kun i intervallet [O, 1 [ Heldigvis kan man ogsd bestemme
logaritmen og antilogaritmen til tal, der ligger udenfor de pagaldende intervaller. Man
foretager blot nogle fa “korrektioner”, som det fremgar af folgende eksempler:

log(83,37) =log(10-8,337) =log(10) +1og(8,337) =1+1og(8,337)
1022219 Z102.10°19 —100.10%2°
10—1,6316 — 10—2+2—1,6316 — 10—2 . 102—1,6316 — O 01 . 100,3684

Disse korrektioner foretages i praksis i hovedet.

Bemerk, at datidens videnskabsmaend var gode til hovedregning, og den store gvelse de
fik med brug af logaritmetabeller, betad at processen blev speedet op.
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Appendiks B. Logaritmisk skala

Nar man afbilder data pa en skala, sa anvendes som of-
test det, vi vil kalde en almindelig skala. Den er karak-
teriseret ved, at den har ewekvidistant inddeling, hvorved
menes at tal, som har samme indbyrdes forskel, bliver
afbildet med samme indbyrdes afstand. Undertiden er
det dog hensigtsmeessig at foretage en anden inddeling
end den almindelige.

Den vel mest kendte anderledes skala er den logarit-
miske, som er vist pad figuren til hojre. P4 den logarit-
miske skala er et tal 7 afbildet ud for log(¢) pa den al-
mindelige skala. Séledes afbildes 100 ud for 2, 10 ud
for 1, 1 ud for 0. 0,1 ud for —1, etc.

En logaritmisk skala kan vere hensigtsmaessig, nar data
klumper meget sammen, nér de afbildes pd en alminde-
lig skala — for eksempel hvis tallene er meget forskel-
lige 1 storrelse, sa der bade er meget sma og meget store
tal. Et godt eksempel er hvis man ensker at afbilde den

logaritmisk
alm. skala skala

A A

2 100

1 - 10
log(t) 1 t -

tidsmaessige udvikling af antallet af computerservere, som indgér i det globale Internet.

Ifolge data fra Internet Systems Corsortium var der i perioden 1991 til 2012 en voldsom

udvikling 1 antallet af servere. Antallet voksede med mere end en faktor 1000 i perioden.
Figuren til venstre viser antal servere for hvert ar (januar-tal). Den logaritmiske 2. akse

A Internet Hosts
10°

108 °

7
10 ®

1990 1995 2000 2005 2010 2015 "
Arstal

viser tallene spredt paent ud over
4 dekader. For hver dekade vok-
ser antallet med en faktor 10. Der
er tale om et sakaldt enkeltloga-
ritmisk koordinatsystem, idet for-
steaksen har en almindelig skala,
mens andenaksen er logaritmisk.

Gitterlinjer i dekaderne hjalper
med til at lette afleesninger. I ne-
derste dekade er der siledes git-
terlinjer for 1-10°, 2-10°, 3-10°
osv. op til 10-10° =10°.
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Faktisk geelder der, at en funktion er eksponentiel 4vis og kun hvis grafen er en ret linje 1
et enkeltlogaritmisk koordinatsystem. Denne smukke egenskab udnyttede man tidligere i
forbindelse med eksponentiel regression. Nedenfor ses grafen for den eksponentielle
funktion f(x)=2,4-1,75" tegnet i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem.

y
A

100

/
A
//
10 y.
/
/
/

//

//

// !
)I
1
/
/
V1
0. » x
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

At ovenstédende pastand om eksponentielle funktioner og enkeltlogaritmisk koordinatsy-
stem er rigtig fremgér af folgende:

Saetning B1

fer en eksponentiel funktion & log(y) er en lineaer funktion af x

Bevis: Vi beviser forst = : Antag f(x)=b-a". Hvis vi tager titalslogaritmen pa begge
sider, fas log(y) =log(b-a") =1og(b)+log(a”) =1log(h)+ x-log(a), hvor vi har brugt lo-
garitmereglerne (L1) og (L3). Vi ser direkte, at log(y) er en linear funktion af x, da bade
log(a) og log(b) er konstanter. Dernzast beviser vi den anden vej < : Vi antager, at log(y)
er en lineer funktion af x, dvs. log(y) =c-x+d for konstanter ¢ og d. Vi anvender antilo-
garitmen pa begge sider og far

(B1) 106 =10 o yp=10""-10Y < y=10?-(10°)"

hvor vi har benyttet potensreglerne (P1) og (P3). Vi ser, at vi pa hgjre side har en ekspo-
nentiel funktion med =107 og a =10°.
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Opgaver

1. Potenser og Potensregler & 2. Eksponentielle funktioner

Opgave 1

Benyt potensreglerne side 3 til at reducere nedenstadende udtryk. Gar dig samtidigt klar,
hvilke regler du anvender i de enkelte trin 1 reduktionen. Husk mellemregningger.

10 13 -2
a) @ -d’ b) ¢) (a-b)’ d) (@) a o) 17
X X
x7 x* 2\3 7 . 3 . 4
) — g — h) (@7) -a 1) (2-a-b) ) B
X X 2
at bt (3x)* -y} . (a-b) (m]z ]
k y 22 Sl = x
) ) EL m e (5 0) (¢")
Opgave 2

Lad der veere givet den eksponentielle funktion f(x)=23-2". Opskriv folgende
a) f(s) b)) f() ¢ flx+]) d f(x+T) o f(2x) D f(0)

Du er velkommen til ogsa at reducere det endelige udtryk, om muligt, men du skal ikke.

Opgave 3
Benyt dit CAS-varktej til at tegne folgende grafer:

a) Tegn grafen for funktionen f(x)=2,5-1,25".

b) Tegn grafen for funktionen f(x)=5-0,85".

¢) Tegn graferne for funktionerne f(x)=3-1,22" og g(x)=9-0,75" i samme koordi-
natsystem, idet du benytter et vindue defineret ved —5<x <10, 0<y <20, altsa x
fra -5 til 10 og y fra 0 til 20.

Prov ogsa 1 mindst et af plottene at sorge for ens skalering pd akserne, sé en enhed, altsa
1, fylder lige meget pa x-aksen som pa y-aksen. Sa far man et bedre indtryk af, hvor hurtigt
funktionerne vokser.

Opgave 4
Lad f(x)=9,5-1,35" og g(x)=2x+15.

a) Les ligningen f(x)= g(x) med en so/ve kommando.

b) Tegn dernaest graferne for de to funktioner i samme koordinatsystem i et passende
vindue i dit CAS-varktej, sd man ogsa grafisk kan aflase de to lesninger. Stemmer
disse med de beregnede lasninger?

¢) Les desuden ligningen f(x)=30 med sol/ve-kommandoen og se, om det stemmer
med den aflesning, du kan foretage pa grafen under b).
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Opgave 5

I tabellen er to funktionsveardier for en eksponentiel funktion f(x)=b-a* angivet.

X -2 -1 0 1 2 3 4

flx) 3 3,6

a) Hvad er a og b? Hjeelp: Husk egenskaberne 1 s@tning 1.
b) Bestem de resterende funktionsverdier.

Opgave 6

I tabellen er to funktionsverdier for en eksponentiel funktion f(x)=b-a* angivet.

X -1 0 1 2 3 4 7

flx) 50 500

a) Hvad er a og b? Hjeelp: Husk egenskaberne i s@tning 1.
b) Bestem de resterende funktionsverdier.

Opgave 7 (Fremskrivningsfaktorer)
Lad f(x)=3,8-1,12".
a) Hvor meget fremskrives (ganges) y med, ndr x vokser med 1?

b) Hvor meget fremskrives (ganges) y med, ndr x vokser med 3?
¢) Hvor meget fremskrives (ganges) y med, nér x aftager med 1?

Opgave 8 (Fremskrivningsfaktorer)

Lad f(x)=16-0,36".

a) Hvor meget fremskrives y med, nér x vokser med 1?
b) Hvor meget fremskrives y med, nar x vokser med 3?

Opgave 9 (Teknik 1 CAS-vaerkte))

I det folgende skal finde du finde ud af, hvordan man i det CAS-varktej, du bruger, kan
fa udregnet mange funktionsverdier pa en gang. Lad f(x)=4-1,5".

a) Givet listen [-2,1,6,7,13] med fem x-vaerdier. Beregn en liste med funktionsverdi-
erne for hver af de fem tal pé én gang.

b) Bestem funktionsvardierne for alle tallene fra —5 til 10 1 skridt pa 0,5. Igen skal det
klares pa én gang!
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Opgave 10

Nedenfor er givet to punkter pa grafen for en eksponentiel funktion f(x) =b-a". Bestem
1 hvert tilfelde a og b ved hjelp af formlerne i s@tning 13.

a) (1,5) og (3,8) b) (4,20) og (10,5) c) (-5,6) og (4,40)
d) (-7,100) og (2,23) e) (3,5;18,4)0g (6,9;31,7) ) (11,1;0,4) og (18,1;5,1)

NB! Ifolge almindelig dansk notation er her benyttet komma i decimaltal og derfor semi-
kolon til at adskille tallene. I et CAS-verktej bruges almindeligvis punktum i decimaltal
og komma til at adskille tallene!

Opgave 11

En eksponentiel funktion har fremskrivningsfaktoren 1,18, og grafen for funktionen pas-
serer igennem punktet (5,3). Bestem forskriften for funktionen.

Opgave 12

En eksponentiel funktion f(x)=b-a" opfylder f(-3)=0,04 og f(12)=9600. Bestem
vaerdierne for a og b. Hjeelp: Bemaerk, at der blot er tale om to punkter pa grafen ...

Opgave 13

En eksponentiel funktion f(x)=b-a" har fremskrivningsfaktoren 0,87 og opfylder, at
f(3)=200. Bestem forskriften for funktionen.

Opgave 14

Nedenfor er givet to punkter pa grafen for en eksponentiel funktion f(x)=b-a". Bestem
1 hvert tilfelde a og b.

a) (7,8) og (12,2) b) (-10,14) og (6,3000)  ¢) (2,3:18,2) og (8,5;28,9)

Opgave 15
En eksponentiel funktion er givet ved f(x)=420-1,062".

a) Hvor meget vokser y med i procent, nér x vokser med 1?
b) Hvor meget vokser y med i procent, ndr x vokser med 5?

Opgave 16
En eksponentiel funktion er givet ved f(x)=610-0,82".

a) Hvor meget aftager y med i procent, nar x vokser med 1?
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Opgave 17

I forste sgjle nedenfor er en fremskrivningsfaktor med tilherende veekstrate i bade kom-
matal og procent angivet. Udfyld de tomme felter 1 skemaet. Husk 1 den forbindelse
definition4: r=a-1 < a=1+r.

Fremskrivningsfaktor a 1,07 1,34 0,87 3,5
Veaekstrate r i kommatal 0,07 0,22
Vakstrate r i procent 7% 120%
Opgave 18
Udfyld de tomme felter i skemaet (Husk definition 4).
Fremskrivningsfaktor a 67 0,02
Vakstrate r i kommatal -0,14 10
Vakstrate r i procent 30% -0,7%

Opgave 19

Angiv vekstraten r i procent for hver af nedenstaende eksponentielle funktioner.

a) f(x)=2-1,L17" b) f(x)=30-1,67" ¢) f(x)=4-1,004" d) f(x)=20-0,70"
e) f(x)=2-0,03" ) f(x)=5-3,5" g) f(x)=230-0,1" h) f(x)=3-10"

Opgave 20

En eksponentiel funktion vokser med 25%, nar x eges med 1. Det oplyses, at f(0)=63.
Bestem forskriften for f.

Opgave 21

En eksponentiel funktion vokser med 34%, nér x eges med 2. Det oplyses, at f(0)=5.
Bestem forskriften for /. Hjeelp: Brug s@tning 1c¢) til at bestemme a.

Opgave 22

Lad f(x)=41-1,27". Hvor meget vokser y med i procent, nar x vokser med 2?

Opgave 23
Lad f(x)=6-0,85". Hvor meget aftager y med i procent, nar x vokser med 3?
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Opgave 24 (Renteformlen)

Olaf skyder en kapital pa 5000 kr. ind i en virksomhed. Hvert ar de neste 8 ar vokser
vardien af hans indskud med 20%. Hvor meget er hans investering verd efter de 8 &r?

Opgave 25 (Procentvis vakst)
En befolkning vokser over en periode pa 7 ar fra 23000 til 51000.

a) Hvor mange procent er befolkningen vokset med over alle 7 ar?
b) Hvor mange procent er befolkningen gennemsnitligt vokset med pr. ar?

Hjeelp: Til a): Benyt formlen (7). b): Benyt evt. renteformlen i eksempel 11.

Opgave 26 (Renter i forskellige perioder)

Nar man skal omsatte procentvise veekster eller renter fra 1 periode til n perioder eller
den modsatte vej, sd er det hensigtsmassigt at teenke 1 fremskrivningsfaktorer. For at skel-
ne mellem de forskellige perioder, vil vi i det folgende betegne fremskrivningsfaktoren
for 1 periode og n perioder med henholdsvis g, og a, samt de tilherende vakstrater med
henholdsvis 7 og r,. Hver gang man gér én periode frem, fremskriver (ganger) man med
faktoren @, =1+17, jf. (7). Er man géet n perioder fremad, har man altsd i alt ganget med
a/ =(1+7)". Dermed haves a, =a; ogda a, =1+r, pr. definition, har vi:

a,=a < l+r,=(1+n)"

Benyt formlerne til at besvare folgende sporgsmal:

a) Hvad svarer en ménedlig rente pa 1,75% til 1 arlig rente?

b) Hvad svarer en arlig rente pa 30% til i ménedlig rente?

¢) Omregn en halvérlig rente pd 12,5% til en arlig rente.

d) Omregn en samlet procentvis veekst pa 47% over en periode pé 8 ar til en (gennem-
snitlig) arlig procentvis vaekst.

e) Kursen af en aktie er hvert dr 1 4 &r vokset med 15%. Hvor meget er kursen vokset
med over alle 4 &r?

Man kan eventuelt benytte so/ve-kommandoen i sit CAS-varktej, efter man har defineret
de kendte storrelser.

Opgave 27

Lad f(x)=31,8-0,86".

a) Hvor mange procent aftager funktionen med, nar x vokser med 1?
b) Hvor mange procent aftager funktionen med, nar x vokser med 5?
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Opgave 28

En bakteriekultur starter med 600 bakterier og vokser eksponentielt til den efter 14 timer
er oppe pa 520000 bakterier. Hvor stor er vaekstraten pr. time?

Hjeelp: Der er flere méder at lose opgaven pa, fx renteformlen (se eksempel 11) eller man
kan udnytte oplysningerne til at identificere to punkter pa grafen ...

Opgave 29

Grafen for en eksponentiel funktion f(x)=5b-a" indeholder to punkter. Bestem a og b
manuelt, altsd uden brug af se@tning 13. Hjeelp: Inds®t oplysningerne i forskriften. Det
giver to ligninger med to ubekendte. Los dem.

a) (1,6)og(4,48) b) (2,90)o0g (3,270)

Opgave 30

Givet to eksponentielle funktioner f(x)=400-1,18" og g(x)=50-1,32". Benyt et CAS-
veerktej til at udfere folgende:

a) Les ligningen f(x)=g(x).

b) Tegn grafen for fog g i samme koordinatsystem, idet du finder et passende vindue at
tegne graferne i, s& du kan se skaringspunktet mellem dem. Far du samme svar ved
at aflaese losningerne til ligningen?

Opgave 31

En eksponentiel funktion f(x)=5b-a" opfylder, at f(2)=7. Desuden oplyses det, at y
vokser med 34%, nér x vokser med 5. Bestem a og b 1 forskriften.

Hjeelp: Benyt oplysningerne til at bestemme to punkter pd grafen, hvorefter satning 13
eller eksponentiel regression kan benyttes.

Opgave 32

En population vokser eksponentielt i en arreekke. Tre ir efter start er populationens stor-
relse pa 6800. I lgbet af de naste 5 ar vokser populationen med 48%. Bestem en forskrift
for populationssterrelsen som funktion af antal ar efter start.

Hjcelp: Benyt oplysningerne til at bestemme to punkter pa grafen ...

Opgave 33

En eksponentiel funktion f(x)=b-a* opfylder, at f(—5)=200. Desuden oplyses det, at
y aftager med 37%, nar x vokser med 4. Bestem a og b i forskriften.
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3. Titalslogaritmen

Opgave 34

Los folgende ligninger uden brug af so/ve-kommandoer, dvs. benyt kun funktioner, som
er pa en simpel lommeregner samt reglerne (11) og (12).

a) log(x)=2 b)) log(x)=1,94 c) log(x+5)=1 d) 2-log(x-1)+1=4

Opgave 35

Los nedenstaende ligninger uden brug af solve-kommandoer, dvs. benyt kun funktioner,
som er pa en simpel lommeregner samt logaritmereglerne i s@tning 15. Se 1 ovrigt ek-
sempel 16 for hvordan man ger.

a) 2-1,74" =35 b) 7,2-1,06°=23 ¢) 9-0,85°=0,24 d) 1,537 =5
e) 2*-3' =100 f) 0,70 =17-1,56" g) 4-1,28" =10-1,09"
I e), ) og g): Benyt evt. potensreglerne (P1) og (P2) forst.

Opgave 36 (Jordskelv)
Et jordskealv har styrken 6,7 pd Richter-skalen. Se definitionerne i eksempel 17.

a) Hvor meget seismisk energi er udlest ved jordskalvet?
b) Hvor mange gange mere energi udleses ved et jordskelv, som er 1 hgjere pa Richter-
skalaen?

Opgave 37 (Jordskelv)

Ved et jordskaelv udleses en energi pa 9,4-10' J. Hvor staerk er Jordskalvet malt i Rich-
ter-tal? Se formel (13) 1 eksempel 17.

Opgave 38 (pH-vaerdi i kemi)

I kemi har man begrebet pH-veerdi til at
beskrive, om et stof er en syre eller base.
Hyvis vi har at gere med en syre, sd kan vi
abstrakt betegne den med symbolet HA,
hvor H er hydrogen og A star for syreres-
ten. Hvis man opleser syren i vand, op-
star der en ligevagt, som kan udtrykkes
ved reaktionen: HA = H" +A~. For
en sterk syre er ligevagten forskudt mod

hejre, mens den for en svag syre er for-
skudt mod venstre. Hydrogenion-koncentrationen afger, hvor sterk en syre, der er tale
om. Helt pracis definerer man pH-vardien pa felgende méde:
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pH = —log[H"]
hvor [H "] betegner hydrogenion-koncentrationen malt i mol.

a) Fremstiller man en 0,05 moler oplesning af HCI (saltsyre), vil [H"]=0,05. Bestem
oplesningens pH-verdi.

b) Bestem hydrogenion-koncentrationen i en oplesning med en pH-vaerdi pa 3,6.

¢) Som bekendt er den neutrale pH-vaerdi lig med 7, som for eksempel i rent vand. Hvor
stor er hydrogenion-koncentrationen her?

Opgave 39 (Lydstyrke 1 fysik)

Et andet omrade, hvor man benyt-
ter logaritmer er ved definitionen
af lydstyrke, der som bekendt reg-

nes i decibel. En af grundene til at -~ R
definere lydstyrke via en logarit- l
l‘l

mefunktion er, at gret omtrent op-
fatter lyd ”logaritmisk™. Det men-

l‘. "j ILJA

neskelige ore kan séledes skelne
forholdsvis sma forskelle i1 lydin-
tensitet i den lave ende af skalaen, mens tilsvarende forskelle i den hgje ende ikke vil
kunne skelnes. Lydstyrken L defineres ved hjlp af lydintensiteten I, som regnes i W/m?.
Den svageste lyd, som det menneskelige ore kan here, er pa 1, =107'> W/m®*. Lydstyrken
L defineres pé folgende méde og regnes i decibel:

L = lO-log(ij
1y

a) Hvad er den mindste lydstyrke, som det menneskelige ore kan here? (Set 1 =1)).

b) En lyd har en intensitet pa 4-10~ W/m?. Hvor stor er lydstyrken?

¢) Almindelig tale svarer til 60 dB. Hvor stor er lydintensiteten her?

d) Samme spergsmal for meget hgj musik ved 130 dB?

e) Blandt musikeksperter er det velkendt, at lydstyrken vokser med ca. 3 dB, nar eftek-
ten og dermed lydintensiteten fordobles. Kan du eftervise dette?

Opgave 40

Isoler y i udtrykket log(y)=3-0,2-log(x) ved brug af reglerne (11) og (12) side 13 samt
potensreglerne side 5. Vis at det giver y =107 -x™*%.

Opgave 41

Man kan vise, at logaritmefunktioner med forskellige grundtal alle er proportionale. Det
er séledes logaritmen In(x), med grundtal e, og logaritmen log(x), med grundtal 10, der-
med ogsa. Benyt logaritmereglerne for In(x) samt (20) til at vise, at der galder folgende:

In(x) =1/log(e) - log(x) .
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4. Fordoblings og halveringskonstanter

Opgave 42

Bestem fordoblingskonstanterne for nedenstaende eksponentielle funktioner.
a) f(x)=5-1,23" b) f(x)=17,3-1,0521" ¢) f(x)=50-2,26"

d) f(x)=2,1-1,00123" e) f(x)=9-3,67"

Opgave 43

Bestem halveringskonstanterne for nedenstaende eksponentielle funktioner.
a) f(x)=7-0,5" b) f(x)=34-0,7219" ¢) f(x)=5,6-0,0391"
d) f(x)=650-0,48" e) f(x)=44-0,985"

Opgave 44

Afgor forst om hver af nedenstdende eksponentielle funktioner er voksende eller aftagen-
de og udregn derefter den relevante fordoblings/halveringskonstant.

a) f(x)=1,32" b) f(x)=25-0,0732" c¢) f(x)=0,054-481"
d) f(x)=10" e) f(x)=87-0,931" f) f(x)=6-0,66"
Opgave 45

Los nedenstédende blandede opgaver. Benyt eventuelt formlerne i s@tning 19 eller 21.

a) En eksponentiel funktion har fremskrivningsfaktoren 1,05. Bestem funktionens for-
doblingskonstant.

b) En eksponentiel funktion vokser med 33%, nar x vokser med 1. Bestem fordoblings-
konstanten for funktionen.

c) Grafen for en eksponentiel funktion gér igennem punkterne (4,10) og (11,1). Bestem
funktionens halveringskonstant.

d) En eksponentiel funktion aftager med 21%, nar x vokser med 1. Bestem funktionens
halveringskonstant.

e) En eksponentiel funktion vokser med 79%, nér x vokser med 10. Bestem funktionens
fordoblingskonstant.

Opgave 46

En voksende eksponentiel funktion har fordoblingskonstanten 13,8. Bestem fremskriv-
ningsfaktoren a.

Opgave 47

Bestem fremskrivningsfaktoren for en eksponentiel funktion med halveringskonstant 13.
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Opgave 48 (Nyttige formler)

Vi har i hovedteksten set to former at skrive en eksponentiel funktion pd. Der er imidlertid
et par andre, som er nyttige, ndr man kender fordoblingskonstanten/halveringskonstanten.
I tilfeeldet med en voksende eksponentiel funktion kan vi arbejde videre med formel (17)
side 19. Ved at foretage nogle omskrivninger, kan vi fa et udtryk for a :

1 1 1
a" =2 o (¢®)8 =2" o =20

hvor vi i sidste trin har benyttet potensregel (P3). Vi kan nu bruge dette udtryk for a :

1\ X
f(x) =b-a* = b-(sz) = p-2%

hvor vi igen har benyttet potensregel (P3). Vi har dermed:

1 X

For fvoksende: a= 2% og f(x)=b- 2%

a) Vis, at hvis f'er aftagende, med halveringskonstant 7, 5, sa gaelder tilsvarende:

1 X

1\%s 1)\7s
For faftagende: a=(5] og f(x)=b-(5j

b) En aftagende eksponentiel funktion har halveringskonstanten 25,6. Bestem frem-
skrivningsfaktoren @ med 4 decimalers nejagtighed.

c) Antag at funktionen under b) har » =500. Bestem f(10) ogles f(x)=100.

d) Hvor mange procent aftager y med, nar x vokser med 170?

Opgave 49

En aftagende eksponentiel funktion har halveringskonstanten 7,4. Hvor meget skal x vok-
se med, for y-verdien falder #/ 1/10 af den oprindelige y-verdi?

Hjcelp: Du kan evt. bruge en formel fra opgave 48. Bemerk, at vaerdien af b er ligegyldig!

Opgave 50

I en bakteriekultur, der vokser eksponentielt oplyses det, at fordoblingskonstanten er 15
timer. Efter 40 timer er der 50000 bakterier. Hvor mange bakterier var der fra start?

Hjeelp: Brug eventuelt en af formlerne fra opgave 48.
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Opgave 51

Bestem ved aflesning fordoblingskonstanterne for de voksende eksponentielle funktioner
og halveringskonstanterne for de aftagende eksponentielle funktioner herunder. Husk at
markere afleesningerne!

(a) X (b) A
20 20
18 18
16 16
14 14
12 12
10 10
8 8
6
=T,
/ 2
0 » X 0 » X
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
21 21
(d) A
300

100

(=)
y
N
o
-
N}
w

8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Opgave 52
Givet de eksponentielle funktioner f(x)=30-1,20" og g(x)=18-1,37".

a) Beregn koordinaterne til skeringspunktet mellem de to grafer.

b) For hvilken x-vaerdi har g en tre gange sa stor funktionsvaerdi som f'?

c) Tegn graferne for de to funktioner i samme koordinatsystem og undersgg, om dine
svar fra a) og b) ser rimelige ud.

Opgave 53

Ikke overraskende fordobles y-vardierne for en voksende eksponentiel funktion, nér x
gives en bestemt tilvaekst. y-verdierne vil ligeledes femdobles for bestemte x-tilvackster.
Benyt dit CAS-varktej til at beregne, hvor stor "femdoblingskonstanten" er for folgende
funktion: f(x)=47-1,08". Hjeelp: Tenk pa bemarkning 23!
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5. Den naturlige eksponential- og logaritmefunktion

Opgave 54
Omskriv nedenstaende eksponentielle funktioner pa formen f(x)=b-a" til den alterna-
tive form f(x)=b-e"~. Hjwlp: Se eksempel 24.

a) f(x)=4-125 b) f(x)=200-1,75°  ¢) f(x)=31-0,82"

Opgave 55
Omskriv nedenstdende eksponentielle funktioner pa formen f(x)=5b-e** til den gamle
form f(x)=b-a*. Hjeelp: Se eksempel 25.

a) f(x)=6-¢""""  b) f(x)=0,382-¢ " ¢) f(x)=10-e*

Opgave 56

Tegn graferne for funktionerne e* og In(x) i samme koordinatsystem a la graferne for
10" og log(x) paside 14. Afbild graferne i omradet givet ved -4 <x <12 og -4<y <12

og serg for ens skalering pa akserne. Kan det bekraftes, at den ene graf er en spejling af
den anden grafi linjen y=x?

Opgave 57
Bestem vardierne In(e), In(e?), In(e’) og In(e™"). Hjeelp: Se (19) og (20).

Opgave 58

Angiv 1 hvert af nedenstdende tilfelde, om der er tale om en voksende eller aftagende
eksponentiel funktion. Bestem derefter den relevante fordoblings/halveringskonstant.

a) f(x)=4-¢""  b) f(x)=028-¢* ) f(x)=12-e™" d) f(x)=¢"

Opgave 59
Lad f(x)=50-¢"%" og g(x)=3-¢""*". Les ligningen f(x)=g(x). Tegn derefter gra-
ferne for de to funktioner i det samme koordinatsystem, sa du kan se skaringspunktet.

NB! Husk at du i CAS-verktejet sandsynligvis skal serge for, at det er det rigtige e, du
far frem. Skriver man bare e, kan det vere, at det bliver opfattet som en ubekendt og ikke
tallet 2,7182818...!

Opgave 60

Bestem fremskrivningsfaktoren for den eksponentielle funktion f(x)=24-¢ ***".
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6. Eksponentielle modeller

Opgave 61

Forstil dig, at man leegger 1 mont pa forste felt af et skakbraet med 64 felter, 2 monter pa
det naeste felt, 4 pa det naeste, etc. Altsa en fordobling af menter for hvert nyt felt. Lad os
antage, at hver mont har en tykkelse p4 1 mm. Hvor hgj ville stablen pa det sidste felt da
vaere? Til oplysning kan det navnes, at et lysdr er 9,46-10" km .

Opgave 62

Ifolge historisk data fra Internet Systems Consortium, udviklede antallet af computere,
som indgik i Internettet (hosts) i perioden fra 1991 til 1998, sig séledes (januar tal)

Arstal 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Antal hosts

. 376 727 1313 2217 4852 9472 16146 29670
(tusinder)

a) Vis, ved at foretage eksponentiel regression, at udviklingen af antal hosts med god
tilneermelse udviklede sig eksponentielt, idet x angiver antal ér efter 1991 og y angi-
ver antal hosts regnet i tusinder. Angiv vardier for @ og b i forskriften f(x)=b-a".

b) Hvilke antal hosts forudsiger modellen fra a) for de efterfelgende ar, dvs. 1999, 2000
og 2001? De virkelige antal for de navnte tre ar er 43230, 72398 og 109574. Kom-
menter moddelen i forhold til de korrekte tal.

c) Bestem fordoblingstiden for antal hosts i perioden 1991-1998.

Opgave 63

En population udvikler sig med 3,1% pr. ar. i perioden fra 2010 til 2019. 1 2010 var po-
pulationen pa 2500. Angiv en model for udviklingen af populationen som funktion af
antal ér efter 2010.

Opgave 64

To populationer af bakterier er isoleret og udvikler sig hver ise@r eksponentielt de forste
30 timer i et laboratorium. Population A vokser med 12% i timen, mens population B,
grundet bedre temperaturbetingelser, vokser med 31% i timen. Population A starter med
500 bakterier, mens population B starter med 100 bakterier.

a) Angiv for hver af populationerne en forskrift for den funktion, som beskriver udvik-
lingen af antal bakterier, som funktion af tiden i timer.

b) Beregn, hvornar population B overhaler population A i antal. Tegn desuden grafer
for begge funktioner i samme koordinatsystem.

¢) Hvornar nar populationerne hver isar op pa 10000 bakterier?

d) Bestem fordoblingstiden for hver af de to populationer.
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Opgave 65 (En bakteriekultur)

En bakteriekultur udvikler sig i lobet af 2,5 timer som vist i tabellen nedenfor.

t (min) 0 15 30 45 60 75
Antal 328 575 920 1420 2416 4300
t (min) 90 105 120 135 150

Antal 6615 11500 17930 31145 49300

a) Pavis, at udviklingen tilneermelsesvist er eksponentiel ved at foretage eksponentiel
regression pa data. Bestem desudena ogbiy=b-a".

b) Hvor mange bakterier vil der vare til stede efter 3 timer og 30 minutter, hvis tenden-
sen fortsaetter?

¢) Hvornar var bakteriekulturen oppe pa 25000 bakterier?

d) Hvor stor er fordoblingstiden?

e) Hvor mange procent vokser bakteriekulturen med hvert minut?

f) Hvor mange procent vokser bakteriekulturen med for hver 10 minutter?

Opgave 66 (Indbyggertallet i en storby)
Nedenfor er givet udviklingen af indbyggertallet i en storby i drene fra 1950 til 1990.

Arstal 1950 1955 1960 1970
Indbyggertal 518000 635000 767000 1160000

Arstal 1975 1980 1990

Antal 1330000 1630000 2340000

a) Du skal underspge Indbyggertallet (regnet i tusinder) som funktion af antal ar efter
1950. Foretag eksponentiel regression for at pavise, at udviklingen i indbyggertallet
omtrent har veret eksponentiel. Angiv a og b i forskriften f(x)=b-a".

b) Foretag en prognose for, hvor stor befolkningen i byen vil vaere i ar 2010, hvis ud-
viklingen fortsetter som hidtil.

¢) Hvorndr vil befolkningen vere ndet 8 millioner, hvis udviklingen fortsatter?

d) Nu kan man jo aldrig vide, om den eksponentielle udvikling vil fortsaette pa samme
vis. Angiv nogle faktorer, som kan betyde, at udviklingen méske ikke vil fortsatte
efter denne eksponentielle model.

e) Hvad er den gennemsnitlige arlige procentvise stigning i befolkningen i storbyen?

f) Hvor mange procent stiger befolkningens sterrelse i gennemsnit med for hver 10 ar?
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Opgave 67

I den kemiske disciplin reaktionskinetik beskaeftiger
man sig med den hastighed, hvormed kemiske reakti-
oner forlgber. Hvis der er tale om en sékaldt forsteor-
dens reaktion, s aftager koncentrationen af stoffet pa
venstre side i reaktionen eksponentielt med tiden. Vi
skal se pé et eksempel. Det handler her om stoffet
Dinitrogenpentaoxid, som er et ustabilt stof, der omdannes til nitrogendioxid og oxygen.

Reaktionen ser nermere bestemt saledes ud:

2N,0; — 4NO, +0,

O

1
1
)

N

O/

N

O

o

\
\
\ 133°

N
o0

I et eksperiment er nedenstdende malinger af den molere koncentration (enhed M) som

funktion af tiden i sekunder gennemfort.

Tid (s) 0 100 200 300
Koncentration (M) 0,0200 0,0168 0,0143 0,0120

Tid (s) 400 500 600 700
Koncentration (M) 0,0102 0,0085 0,0072 0,0062

a)

b)

©)
d)

newtons afkelingslov

Nikotinplaster

Foretag eksponentiel regression for at pdvise, at koncentrationen af N,O; aftager
eksponentielt med tiden. Serg 1 den forbindelse for at indstille CAS-vaerktojet, sd
svaret fis pa en form med den naturlige eksponentialfunktion: f(f)=b-e*’. Angiv
veerdierne for b og hastighedskonstanten k.
Benyt modellen til at forudsige, hvor stor koncentrationen vil vare efter 1000 s.
Hvornér er koncentrationen nede pa 0,0001 M ifelge modellen?
Bestem halveringstiden for koncentrationen af N,O;.
Hvor mange procent aftager koncentrationen med hvert minut?
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Appendiks A. Lidt om logaritmernes historie

I opgaverne nedenfor far du brug for en logaritme- og antilogaritmetabel. Her er den gam-
melkendte Erlangs fircifrede logaritmetabel et godt bud.

Opgave Al

a) Foretag folgende multiplikationer og divisioner ved hjalp af logaritme- og antiloga-
ritmetabel:
23,7 4214

49,71-82,35; 1356-778,5; ;
2,872 0,03421

b) Overvej hvordan man nemt kan udfere potensopleftning ved hjelp af logaritmer:
Anvend logaritmeregel (L3) fra setning 15 og find en metode 4 14 den 1 eksemplet
gennemgaet i Appendiks A. Afslut med at anvende metoden til at udregne:

3,562, 34578, 5%

. 1 : 4
¢) Kombiner metoderne fra a) og b) og udregn: % '

Kontrollér eventuelt resultaterne pa lommeregneren eller i et CAS-verkteo;.

Opgave A2
Brug Erlang C’s fircifrede logaritmetabeller til at foretage folgende udregninger:

a) 2,860-1,533 b) 0,00372-145 c¢) 4,067-6,870 d) 25,92-58,91 e) 4,981-365,9

f) 7,201 g) 3,876 h) /46,82 i) 8921-3/461,3 ) 7,43 .3,8% k) 6,210

3,277 J13.,98 23,78
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Appendiks B. Logaritmisk skala

Opgave Bl

De fleste CAS-verktej kan afbilde grafer 1 koordinatsystemer med logaritmiske akser.
Prov at tegne graferne for nedenstaende to funktioner i de angivne omréader. I begge til-
feelde benytter vi tre dekader pa andenaksen, som skal vare logaritmisk. Forsteaksen skal
vaere en normal skala. Husk at frembringe et passende antal gitterlinjer, iser pa andenak-
sen, s man kan se de store variationer pa skalaen — inddel gerne, s hver dekade har 10
underinddelinger. Husk (jf. setning B1), at graferne gerne skal fremsté som rette linjer i
det enkeltlogaritmiske koordinatsystem.

a) Lad f(x)=1,5-1,28". Andenaksen skal vare logaritmisk med tre dekader fra 0,1 til
100. Forsteaksen skal veere almindelig fra —4 til 14.

b) Lad f(x)=8-0,65". Andenaksen skal vere logaritmisk med tre dekader fra 0,01 til
10. Forsteaksen skal vaere almindelig fra 0 til 15.

Opgave B2



