© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 1

Logistisk vaekst - et bevis

I dette tilleeg vil vi kigge pa folgende differentialligning for den logistiske veakst:
(D Vi=ay-(M-y)

hvor M og a er positive konstanter. Man ser straks ved indsattelse, at de konstante funk-
tioner f(x)=0 og f(x)=M begge er losninger, idet bdde venstre og hejre side i diffe-
rentialligningen giver 0 her. Graferne for disse to lesninger er indtegnet med redt i x-y-
koordinatsystemet nedenfor. Man kan vise, at der igennem hvert punkt i x-y-planen gar
netop én lgsningskurve til (1). Derfor mé alle andre lgsningskurver til (1) enten ligge i
omradet, hvor y>M , 0<y<M eller y<0. I setning 4 pd naeste side vil vi kun kon-
centrere os om lgsningerne i omradet 0 < y < M , som er markeret med grat nedenfor. For
vi kan fremsaette s@tningen, skal vi dog bevise et par lemmaer (hjelpesatninger).

y
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Lemma 1 (Fremstilling 1 partialbroker)
M 1
—_ = — 4
yM=-y) 'y M-y

Bevis: Vi regner pa hgjresiden og ser, om vi kan fa venstresiden. Forst ser vi, at vi kan
bruge y-(M —y) som fellesn@vner, derefter forlenger vi hver brok, sé vi fir denne fal-
lesnavner:

1 1-(M-y) N Iy _  M-y+y M

TM-y T M-y y M-y M-y M-y
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Lemma 2

For 0 <y <M gealder: J‘ML dy = —In(M —y)
-y

Bevis: Man kan selvfolgelig anvende integration ved substitution, men det er nemmere
bare at differentiere hejresiden og vise, at det giver integranden, altsd udtrykket under

integraltegnet.
: , 1 1
—In(M - = —(In(M - =—-—-(-1) = ——
(- =) = ~(InM =) = = (D) = S

hvor vi har benyttet reglen for differentiation af sammensat funktion.

Bemeerkning 3

Bemark, at betingelsen 0< y <M sikrer, at vi ikke behever s@tte numerisk tegn om
udtrykket M -y, da ln|M - y| = In(M - y). Det udnytter vi ogsa i naste s@tning.

Sezetning 4 (Lesning til logistisk differentialligning)

Givet den logistiske differentialligning y'=a-y-(M —y), hvor a og M er positive
konstanter. Samtlige lasninger, som opfylder 0 < y < M, er da pa formen:

f(x) =1L_M.a.x

+c-e

hvor ¢ € R* er en arbitraer konstant.

Bevis: Vi skal benytte separation af variable metoden.

d
= ay(M-y)
dx
|}
1
————dy = a-dx
y-(M-y)
g
M dy = M-a-dx D dMpéab d
——dy = M-a- er ganges me a begge sider.
y-(M-y) s paTEE

(fortseettes) ...
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(fortsat)...

g

M
J‘mdy = _[M-a-dx

In(y) = In(M -y) = M-a-x+¢

g

-In(y) + (M -y) = =M -a-x—¢

g

ln[M_yj =-M-a-x—¢

y

M_y — e—M-a-xfcl
y

g
M
o~ X — e—M~a~x_e—cl
y y

)
% _ 1 — C_efM-a-x
y

g
M
— =1+ ceM™
y

Hvorved det enskede er vist.

Lemma 1 benyttes.

Sumreglen for integraler benyttes.

Lemma 2 bruges m.m.

Der ganges med —1 pd begge sider af lig-
hedstegnet, sé alle led skifter fortegn. ¢,
er en arbitraer reel konstant.

En logaritmeregel bruges.

Den naturlige eksponentialfunktion tages
pa begge side ...

Der s@ttes pa hver sin brekstreg og en

potensregel benyttes.

Vi indferer den nye arbitrere konstant
c=e 1, som dog kun gennemlgber alle
positive tal (Overvej).

Vi ganger med y pé begge sider.

Vi dividerer med parentesen pa begges
sider.
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Eksempel 5

Betragt den logistiske differentialligning: ' =0,00001-y-(3000—y). Bestem den los-
ning, som opfylder f(0)=1500.

Losning: Vihar a =0,00001 og M =3000 . Ifolge stning 4 er den fuldsteendige losning
til differentialligningen med betingelsen 0 < y <M folgende:
M 3000 3000

+c.efM-a~x -3000-0,00001 - x - -0,03x

2 S =1

l+c-e l+c-e

Vi indsatter nu begyndelsesbetingelsen for at bestemme c.

500 = % < 500 = 3000 500-(1+¢)=3000
l+c-e™™" l+c
2500
< 5004+500c=3000 < 500c=2500 < C:WZS
. . : 3000 )
Dvs. vi har den partikulere losning: f(x) = 5,000 Grafen er vist herunder.
+5-¢

»
»
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Bemearkning 6 (Ekstra for de interesserede)

Ovenfor har vi kun betragtet de losninger, som opfylder betingelsen 0 < y < M . Man kan
vise, at den fuldsteendige losning til differentialligningen y'=a-y-(M —y), uden denne
ekstra betingelse er pa formen
M
S)=0 v f(x) = Too.oier

+c-e

hvor ¢ € R (altsa ikke bare mengden af positive tal).
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Dog skal det naevnes, at hvis ¢ 1 udtrykket til hejre er negativ, skal definitionsmangden
indskrenkes, fordi nevneren i udtrykket ovenfor da kan give 0. Grafer for partikulaere
losninger skal pr. definition altid veere sammenhangende, sa man velger som definitions-
mangde det interval, hvori det angivne punkts x-koordinat befinder sig. Udover den kon-
stante losning f(x) =0 haves ogsa den konstante losning f(x)=M , svarende til c=0.

Hyvis vi for eksempel kigger pa differentialligningen fra eksempel 5, men med begyndel-
sesbetingelsen f(0)=4000, s far vi felgende vardi for ¢ ved indsattelse:
4000 = —300203 ;5 <& 4000 = 3000
I+c-e™™" I+c
< 4000+4000c=3000 < 4000c=-1000 < c¢=-0.25

4000 (1+¢) = 3000

3000

hvilket giver den partikuleere lgsning: X)) = ———8 .
g P g 100 = g5

For at bestemme definitionsmeangden undersgger vi, hvornar naevneren giver 0:

1-025-¢*%" =0 < 1=0,25-¢" o 4=
In(4)
< In(4)=-0,03x < x = 00 - ~46,20981203

9

Verdien adskiller R i de to intervaller |—o0; —46,2[ og ]—46,2; [ . Da begyndelses-
punktet ligger i det sidstn@vnte interval, har vi den partikulere lgsning:

3000

x) = ——— for x>-46,2
/9 1-0,25-¢ %
Losningskurven ser sdledes ud:
Y
A
—-—-—------—-—-—-—-—-:r--seeo
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