© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 1

Potensfunktioner

I dette tilleeg ser vi pa beviser for s@tninger, som involverer de sikaldte potensfunktioner.

Definition 1

En potensfunktion er en funktion pa formen f(x)=5-x“, x>0, hvor a er konstant,
som kan vare et vilkarligt reelt tal og b er en positiv konstant.

Konstanten b betyder en skalering af grafen i y-aksens retning, mens eksponenten a be-
stemmer grafens form. P4 den made er a mest interessant. P4 figuren nedenfor ser vi pa,
hvordan grafen ser ud for forskellige vaerdier af a. I alle tilfeelde holder vi b konstant lig

med 1.
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Szetning 2

Lad f(x)=b-x",x>0.Da galder:

a) Grafen for f'gar igennem punktet (1,5).

b) Hvis x ganges med en positiv faktor £, sa ganges y med £“.

¢) En relativ @ndring r, 1 x-veerdien medferer en relativ @ndring r, 1 y-vardien,
bestemt af sammenhangen:
(1) l+r, =(1+r)"

d) Funktionen er voksende hvis a >0 og aftagende hvis a <0 . For a =0 er funk-
tionen konstant.
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Bemaerkning 3 (Procentvis veakst)

Indholdet i c) i s@tning 2 er, at hvis x &ndres med en bestemt procent, s& a&ndres y
med en bestemt procent. Denne egenskab er netop kendetegnende for potensfunktio-

nerne.
Bevis for scetning 2:
a) f()=b-1"=b-1=>b.Nar viindsatter 1 pa x’s plads i forskriften, far vi altsa b. Dette

beviser a).

b) Vi skal se, hvad der sker med funktionsvaerdien, nér vi ganger x-vardien med k. Vi
udskifter altsd x med £ - x 1 forskriften:
(2) flk-x)=b-(k-x)=b-k"-x*" =k -b-x" =k f(x)
hvor vi har brugt potensregel (P4) og mebleret lidt rundt til sidst. Den nye y-verdi er
altsa den gamle ganget med k“, som illustreret pa figuren her:
Sk-x)
ke
J()
c) Fremskrivningsfaktoren pd x-aksen er k =1+r, og fremskrivningsfaktoren pd y-ak-
sen er 1+7,. Ifelge b) fas direkte:
3) I+r, =k =(1+r)"
hvorved c) er vist.
d) Undlader vi at bevise.
m
Eksempel 4

Lad f(x)=2-x>.

Ifolge setning 2a) gir grafen igennem punktet (1,2).

Hvis x ganges med k =1,05, svarer det til, at x vokser med 5%. Ifolge setning 2b) ganges
y-veerdien da med k“ = 1,05° =1,158. Det betyder, at y vokser med 15,8%. En mere di-
rekte metode er at bruge formel (1):
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l+r, =(1+r)"
Idet a =3 og r, =0,05 fas:
1+r,=(1+0,05° =1,05° =1,158 < r,=1,158—-1=0,158=15,8%
Nér x vokser med 5%, vokser y altsa med 15,8%.

Pointerne 1 b) og c) 1 setning 2 kan illustreres pé folgende figur:

y
A
J)
1,158
+15,8%
> X
-1,05
+5%

Bemaerkning 5 (Definitionsmangden for potensfunktioner)

For a =2 og b =1 har vi andengradspolynomiet f(x)=x*, som egentligt er defineret
for alle x. Det giver sédledes mening at indsette for eksempel —1. Vi valger imidlertid
at sige, at alle potensfunktioner kun skal vere defineret for alle positive x. Arsagen til
det er, at f'kun er defineret for positive x for visse vardier af a. Et godt eksempel er
f(x)=x"=1/x. Tilsvarende giver det heller ikke mening at indsatte negative
vardier 1 funktionen f(x)= x2 . Sidstnavnte hanger sammen med, at x?=x.Da
kvadratroden af et negativt tal ikke er defineret i de reelle tal, giver det heller ikke

mening at indsette negative tal i X2,

Eksempel 6 (Funktionsligning) %
A
Lad f(x)=2-x"*°.Hvis man har et CAS- 6
vaerktej til rddighed, sa kan en ligning af
typen f(x)=4 nemt loses med en solve 4 — =
. L—"T |
kommando. Men af matematiske grunde — i
er det vigtigt at kunne lose en sadan lig- 2
ning uden denne kommando — dog med en |
simpel lommeregner: 0 i > x
0 2 4 6 8 10

f(x)=4 & 2.x"P =4 & x*¥ =2

o x="R2=725
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Bemzrkning 7 (Redder)
Lad x>0.Med den a’te rod af et tal x menes det tal z> 0, som opfylder at

z9=x
Vi skriver:
4) z=x o z=x
At tage den a’te rod er altsd det modsatte af at oplefte 1 a’te potens. Pil mod hejre 1
(4) viser, at man kan slippe af med en a’te rod ved at oplefte 1 a’te potens pa begge

sider af lighedstegnet. Pil mod venstre i (4) viser, at man kan slippe af med en a’te
potens ved at tage den a’te rod pa begge sider af lighedstegnet.

Forskriften ud fra to punkter pa grafen

Vi har tidligere set, at man kan bestemme forskriften for en linezr funktion og en ekspo-
nentiel funktion, ndr man kender to punkter pa funktionens graf. Dette er ogsa tilfaeldet
med potensfunktioner. Det vil vi se pa nu.

Saetning 8

Lad f(x)=b-x oglad (x, y,) og (x,,y,) vere to punkter pa grafen for /. Da kan
a og b bestemmes ved folgende formler:

(5) g=0g0n)—logn)
log(x,)—log(x,) Xy

Bevis: Da de to punkter ligger pa grafen for £, passer de ind i forskriften, dvs.
(6) n=b-x', yy=bx

Her skal vi betragte (x;, »,) og (x,, y,) som kendte og a og b som de ubekendte.

A

W2

N
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Vi finder nu pa at dividere de to y-veardier:

7 »o_bx x4 (ﬁj

- a a
i b-x X X

Det er nu tydeligt, hvorfor det var fornuftigt at dividere y-verdierne: konstanten b forkor-
tes vaek, sé der kun er den ubekendte a tilbage. I sidste lighedstegn har vi anvendt potens-
regneregel (P5) — jf. tillegget Eksponentielle funktioner - udvalgte beviser. Man kunne 1
princippet forsege at tage den a’te rod pa begge sider, men da a er ukendt, forer dette ikke
til, at a isoleres. Derfor anvender vi i stedet logaritmer. Vi tager logaritmen pa begge sider

1 ligningen (7):
logE&] = log (&] = logE&J = a-log(ﬁj
B2 X M X
®) log(yz]
PN M 4 = 10g()’2)_10g(J’1):a
log ( x, J log(x,) —log(x,)
X

Fordelen ved at tage logaritmen er, at vi kan an- .
vende reglen (L3), som flytter eksponenten a ned Logaritmeregneregler
foran. Vi dividerer nu med log(x,/x,) pé begge (L1) log(a-b)=log(a)+log(b)
sider for at .isolere a. I det sidste skridt har vi ud- (L2) log ( a ] — log(a)— log(b)
nyttet logaritmeregneregel (L2). Begge udtryk for b

a er lige rigtige, s man kan velge den, man fore- (L3) log(a™) = x-log(a)
treekker.

Eksempel 9

Vi vil bestemme en forskrift for den potensfunktion f(x)=»5-x“, hvis graf gar igennem
de to punkter (2,5) og (6,27).

Losning:
log(y,)—log(y,) _ log(27)—log(5) _

1,5350
log(x,)~log(x))  log(6)—log(2)

_»n _ 5
b = x—ll = e = 1,7254

Altsé fas f(x)=1,7254-x".
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Potensmodeller

Der er mange modeller fra virkeligheden, som har en potenssammenhang. Nedenfor an-
gives blot tre af dem.

Eksempel 1

Bremselangden af en bil athanger af bilens
hastighed. I en simpel model er bremseleng-
den proportional med kvadratet af hastighe-
den: f(x)=b-x*, hvor x er bilens hastighed i
km/t og y er bremselengden i m. Faktoren b er en konstant, som kun athanger af frik-

tionen mellem dak og vejbane. Viser, at a =2.

En konsekvens af loven er, at hvis en bil A har en hastighed, som er dobbelt sa stor som
hastigheden for en bil B (for den bremser), s vil bil A have en bremselengde, som er 4
gange s stor som bil B. Forklaringen fis direkte af s@tning 2b): k=2 < k“ =27 =4,

NB! Det skal dog navnes, at man skal leegge den sakaldte reaktionsiengde til bremse-
leengden for at f4 den samlede standselengde.

Eksempel 2

En anden interessant potensmodel er Kleibers lov 1 biologi. Denne empiriske lov er op-
kaldt efter den schweiziske biolog Max Kleiber, som i 1932 viste, at der er en systematisk
sammenhang mellem et dyrs kropsmasse og dets hvilestofskifte (BMR). Ifelge Kleibers
lov kan sammenhangen beskrives ved modellen:

9) f(x)=3.4-x""
hvor x er dyrets vaegt i kilogram og f(x) er dyrets hvilestofskifte malt i watt. Vi har:
£(70)=3,4-70"" =82,3

Et dyr, som vejer 70 kg (det kunne ogsé vaere et menneske med denne vagt), vil altsa
ifelge modellen have et hvilestofskifte pa 82,3 watt.
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Det er interessant at bemaerke, at eksponentena < 1. Hvis a havde vare lig med 1, havde
vi haft en proportional sammenheang. I sa tilfelde ville en fordobling af vegten have
forarsaget en fordobling af hvilestofskiftet. Det er ikke tilfaeldet her. Hvis veegten fordob-
les, vil hvilestofskiftet oges med 68,2%, som formlen i s&tning 2¢) viser:
l+r,=(+r)" < l+r,=1+D"" < 1+7,=1682 < r =0,682=682%

Det er interessant at bemarke, at eksponenten a er mindre end 1. Hvis a havde veret lig
med 1, ville vi have haft en proportional sammenhang. I sa fald ville en fordobling af
vaegten medfere en fordobling af hvilestofskiftet. Det er ikke tilfzeldet her. Hvis vagten
fordobles, vil hvilestofskiftet kun eges med 68,2 %, sddan som formlen i s@tning 2c)
viser:

I+r,=(1+r)" < l+r,=01+)"" < 1+r,=1,682 < r =0,682=682%

O

Eksempel 3 (Afstandskvadratloven)

Nér lys udbreder sig fra en (tilnermet) punktformig lyskilde, aftager lysets intensitet med
afstanden efter loven:

(10) f(x)=b-x"

hvor x er afstanden fra lyskilden og f(x) er intensiteten. Vi ser, at a =—2. Vi har altsa
at gore med en aftagende potensfunktion, hvilket kan forklares ved, at jo l&engere man
fjerner sig fra lyskilden, jo sterre areal fordeles den samme striling over, som illustreret
pa figuren nedenfor til venstre. Dermed reduceres intensiteten.

En konsekvens af modellen er, at hvis afstanden fordobles, bliver intensiteten 1 gange s
stor, dvs. 4 gange mindre. Dette ses af s@tning 2b):

1 1

11 k=27=—==—

(D 2> 4
Figuren til venstre viser lys fra punktet C sendt ud i en rumvinkel. Den samme mangde
lys rammer de gronne omrdder. Da arealerne af disse omrader imidlertid vokser med ra-

dius i 2. potens, indser vi (11). Grafen viser, hvordan intensiteten aftager med afstanden.

A

Intensitet
L

v

Afstand



